Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Solution de l'équation de Laplace en coordonnées sphéroïdales allongées (prolate spheroidal) ou 


applaties (oblate spheroidal) à trois dimensions avec conditions aux limites Dirichlet, Neumann 
ou Robin par la méthode de séparation des variables, passage à deux dimensions 


Le système de coordonnées sphéroïdales allongées (prolate spheroidal) 


Le système de coordonnées sphéroïdales allongées (prolate spheroidal) est défini par le 
x=cSinh(n) Sin(9)Cos(o) 
changement de variable : y = c Sinh) Sin(9)Sin(o) 
z=cCosh(n) Cos(9) 
Typiquement nous recherchons la solution du problème aux limites intérieur en coordonnées 
sphéroïdales allongées sur un espace bornée dans les limites ” © [0+0] : 3ef0.x] ; w<el0.27] 
soit 1€ [mn] ; Qe [29] > QE [pp] 


Le Jacobien en coordonnées sphéroïdales allongées et la métrique sont : 


& & & 
On 00 Ôp cCosh(n)Sin(9)Cos(p) cSinh(n)Cos(9)Cos(p) —cSinh(n)Sin(9)Sin(p) 
J = det a z = det| cCosh(n)Sin(9)Sin(@) cSinh(n)Cos(9)Sin(o)  cSinh(n)Sin(9)Cos(o) 
a er oz cSinh(n)Cos(Q) — cCosh(n)Sin(3) 0 
ôn 09 õp 


Cosh(n)Sin(9)Cos(@) Sinh(n)Cos(9)Cos(o) —Sinh(n)Sin(9)Sin(o) 

=c det| Cosh(n)Sin(9)Sin(o)  Sinh(n)Cos(9)Sin(o)  Sinh(n)Sin(9)Cos(o) 
Sinh(n)Cos(9) — Cosh(n)Sin(9) 0 

= € Sin[9]Sinh[n](Cosh’[n]Sin [9] + Cos’ [9]Sinb’ [n] 
= © Sin[9]Sinh[n](Cosh’[n]Sin [9] + (1 - Sin’ [9)Sinh’ [n] 
J = & Sin[9]Sinh[n](Sinh’[n]+ (Cosh’[n]- Sinh’ [n] Bin [9] 
J = œ Sin[9]Sinh[y (Sinh? [n] + Sin [9D 
ds? = (Sinh? (M) + Sin? (0)Xdn? + d0?) + ° Sinh? M) Sin? (Odo? 
L'équation de Laplace en coordonnées sphéroïdales allongées 3D (n,6,) s'écrit sous la forme : 


‘ 2 
a 27029) + Coranhe) TUE) E a D  Cotan(oy A 
e (Sin M+ Sin (O) ôn Sn T L 
2 
tos : 2 RE Cotanh() = LH Cotan(0) = SL 
ca Sinh°(n)Sin (0) Op Sinh(n) Sin(@) 


Le gradient dans ce système de coordonnées prenant la forme : 
Grad(T(n,0,9))= 


i (2422); (7029); J 1 (Ze 
z 5 n 0 K x $ 
c\f(Sinh? (7) + Sin? (0)) ôn 00 c Sinh(n)Sin(6) 0 
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Les conditions mixtes de Robin sur une iso-surface n=Cste ou Ü=Cste prennent alors la forme : 
Iso — surface n = Cste 
7 l OT, 9,6) 
J(Sinh? m) + Sin? (0)) ên 


Iso — surface 9 = Cste 


C.L. +BT(n,9,p) = fap) 


n=no 


; l ÔT(n.9.0) 
Sin? (n)+Sin°(6)) 39 
Si les conditions sont homogènes, et dans le cadre de la méthode de séparation des variables, il 


vient : 
Séparation des variables = T(n,9,0) = R(n)8(9)D(@) 


C.L. +BT(n,9,p) = fa.p) 


9=9 


Iso — surface n = Cste Iso — surface 9 = Cste 
CL. à l WN aka n or. l POU) 
[Sinh m) + Sin°(0)) ên fSin? m) + Sin°(0)) 39 


n=no 

La variabilité radiale et angulaire de la condition aux limites introduit donc une difficulté de 
résolution supplémentaire puisque le système de valeur propre et fonction propre radiale ou 
angulaire dépendrait alors de sa position sur l'iso-surface (en clair cela m'est insurmontable). Dans 
ce cas de figure on simplifie le problème en supposant, de manière tout à fait académique et 
certainement irréaliste, que la condition aux limites mixte possède des coefficients indépendant de 
l'espace. En conclusion des solutions sont exhibées volontairement avec des conditions mixtes fixes, 
comme suit : 


Iso — surface n = Cste Iso — surface 9 = Cste 
CL PRU), +BRM) =0 ICL. a POW) + BON) =0 
ôn n=m 03 I= 


ce qui permet d'ailleurs de condenser en une seule formule, les deux cas limites Dirichlet et 
Neumann. En revanche les problèmes avec condition de Neumann ou de Dirichlet sont eux 
susceptible d'être résolus entièrement par la méthode de séparation des variables. 


Iso-surfaces du système de coordonnées 


Les iso-surfaces n=Ctse, sont des ellipsoïdes de révolution données par la formule implicite : 


x? +y’ z? 


+ =l 
c’ Sinh’ (n) c Cosh’ (n) 


Les iso-surfaces O=Ctse, sont des hyperboloïdes de révolution à deux nappes données par la 


z? x? H y’ 


=1 
c? Cos?’ (0) œ Sin? (0) 


formule implicite : 


Tan(p)= = 
Les iso-surfaces p=Ctse, sont des plans xX 


+p OW) 


9=% 
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Transformation du système de coordonnées sphéroidales allongés au système cylindrique 


x = c Sinh(n) Sin(9)Cos(@) 
y =cSinh(n) Sin(9)Sin(o) 
z =cCosh(n) Cos(9) 
o y + Sinh? (M) o? + 2 Sinh? (7) = è Sinh? (Mhi + Sink? m) 
Cosh? (Me? + z° (Cosh m) -1)= (Cosh?) -1)Cosh m) 


Comme VC +p’ +F —Ac°z? = Jz* +p +c +22 p? -2z +2p°c° = VC + p° Le) +4c°p° 


| p = cSinh(n) Sin(9) D k z’ 3 
Sinh? (n) Cosh’ (n) 


RE z+ -0-2 +p -f +4 p 


0 
2 
À = Sin m) > è% + Ale? -p -7°)- p° 20 + ~ 
2 
Z +e- +h + p° ze) +4c°p° 
À, = > 0 
2c 
zZ +p te -2 pie —4c27° 
0< = z <1 
2 =Cosh M> eR -ale + p tz) 2° =0— x 
zZ +p +e + (2 +° +e) —Ac?z° 
À, = >1 


2c° 


2 2° ::022 2 2, 2 2 2 
sh) = + p° -c +z +p°—c f +4c°p 


2c° 
=> 


2 2 2 2 2,2 2,2 
Cash) = +p +c A c Ÿ +4c°p 


D'autres formules de passage sont équivalentes : 


Ni VA 2 2 2 + 2 
+ cÿ +p Simioj- À +d; +2d,d, —4c 


d? = 2 2 D. 2 
=(z+c) +p | Cons a _VG+c) + D 
2c 2c 4c 


d? =(z-c) + p° 


> did, = \(z+c} + P J(z-c) +P =(P +e +22 +2 p° + c° + 7 202) 


= (22 + 0° +e} -42 = (22 + p° -efte = zf + p*+c*+2p°z? +2c?p° -272 


d sa Nerf etc) r2p 
2 2 


zZ +p -e + (2 +p’ =) +4c°p° 
2c° 


= 2 + + p° > Sink’ (n)= 
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Pour la variable angulaire : 


2 
Z 


Cos’ (9) p 0) 
— Cos? (9))= z(Q — Cos? (8))- p°Cos°(8) 
Sin? (91 - Sin? (9))= z°Sin°(9)- p°(1- Sin? (9) 


= c > 2° Sin (9)- p°Cos?’(9)= Sin’ (9)Cos’ (9) 


Or Je pro odor = (2 + p° si) +4c° p? 


2e +2 +p -e -y+ p -eS +4c°p° zi 


0< z 
2=Cos (9)> eall -4)=2(1-4)- p4 > A 
2 2 2 2 2 2 2 27.2 
2c°+z"+p"-c + +p“ -c f +4c°p 
à= 26 > 1 
0<A +02 -c2) +4c2p° pe), 
A2 = Si? (9)= cA(1-2)=72-p°(1-2)= 2c 
-4(2? +p -°F +4 p? -(2?+ p -0?) 
À, = 3 <0 
2e 
E +2 +0" Ve + pt te) 40 
2 
=> 
r e A (pp g] 
2c° 
Pet 2 
2 2 2 2 2 2Ÿ y 22 12 -dd ce £ 
o O EP Me +p re -4e a Ah (h) > Cos(9)= 22 


2c? 2c? | 4c? © 2e 
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Singularité du système de coordonnées sphéroïdales allongées et régularité du gradient 


Dans le cas où le domaine d'étude de la solution de l'équation de Laplace comporte le point n=0 et 
la ligne Ÿ=0,r (axe z), alors le système de coordonnées sphéroïdales allongées comporte une 
singularité en n=0 et Ÿ=0,n. Cela se traduit par l'annulation du Jacobien sur cette ligne ou ce point 
et la singularité "apparente" du Gradient de toute fonction solution de l'équation de Laplace. La 
solution doit donc neutraliser la singularité apparente du gradient en assurant une valeur bornée à 
ce dernier soit : 

(7,0,9)EQet(0,0,z)eQ ou (0,7,z)eQ 


Grad{T(n,0,9))= 


l (2422) (702A); J l (728) 
. 2 5-9 n 0 E $ 
c f(Sink’ (m) + Sin (0)) ôn 00 c Sinh(n)Sin(6)\ ĉ¢ 


Grad(T(n,0,4)) = 


l ÔT (70,6) EC) k l OT (70,4) 
c? (Sinh? (n) + Sin? (0)) ôn 00 c? Sinh)? Sin(0) ô$ 


Singularité du Jacobien Jẹ = a Sinh(n)Sin(OYSinh? (7) + Sin? (0))=0 


condition Grad (T (1, 0, #)) reste bornée Vn,0 


APEE N (2222) ea } ESN R pa Ee 
c? (Sinh? (7) + Sin? (0)) ôn 00 c Sinh)? Sin(O) ôġ Le 

sou o2 Fu) [2 ae s œ Cste (Sinh? (n) + Sin? (0)) 

et (12A) œ Cste Sinh)? Sin(0° 


Il s'avère qu'en général la seule contrainte du respect d'une solution finie pour l'équation de 
Laplace suffit à assurer la contrainte de régularité du gradient. Nous verrons par la suite que pour 
les solutions sur un sphéroïde complet allongée dont les conditions aux limites ne dépendent pas 
de l'angle ®, il faut chercher dans les combinaisons linéaires de polynômes de Legendre : 

Partie radiale AP, (Cosh(n)) +BQ, (Cosh(n)) 

Cosh(n / 2), 

Sinh(n / 2) 

Partie angulaire > AP, (Cos(0))+ BỌ, (Cos(0)) 

La solution finie pour n=0 et ĝ=0,r oblige au choix : 

Partie radiale => Lim, „oQ, (Cosh(n)) =+0 > AP, (Cosh(n)) 


Partie angulaire = Lim, ,:Q, (Cos(0))= +œ => 4 P,(Cos(0)) 


Partie radiale=> A+ B Log[ 
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En choisissant les fonctions de valeurs finies sur la singularité (n=0 et Ÿ=0,n), il vient pour l'expression du 
gradient G, en effectuant un développement des fonctions de Legendre autour de z=1 : 


Soit à démontrer (2a) ÿ en) o Cste(Sinh? (n) + Sin? (0) T(n7,0)= P,(Cosh(n)}P,(Cos(0)) 
n 


00 Le 
aa = Sinh) P, (Coshtp)P,(Cos(0)) TO = —sin(0)P,(Coshtm)P,'(Cos(0)) 
(2 ma’ (ZLD) = sin? GP (Cohen (P, {Cost} + Sin? (ONP, (Cosham} (P, (Cos) 
n(n +1) n(n+1l)(n+2)(n-1) 2 q nnl)  n(n+l)(n+2)(n -1) 
P(:)=1 : (z-1)+ T (z-D)? P'G)= R 3 (z-1) 
E P TEE REN __Sinh?(n) _ Sin) og? ETTE 
coha a T On) => x= Cosh(n)-1 Den : On?) => Ox) = Ont) 

E E NE E NE ___ Sin (@) __Sin @) oe 2) x O(0* 
Cos(0) #1 han E Gr © y =Cos(0)-1 OS 7 o(0°) => O(y°) = O(0*) 
P (Cosh(m)}= T n(n + D Fia n(n +1) Sinh°(n) P (Cos(8))= L4 n(n +1) Sat n(n +1) Sin’ (0) 

2 2 x' 2 2 y' 
P(Cosh(m)}= n(n Dhi, (n+2)(n-1) x) _ n(n+1) ri (n+2)(n—1) Sink?’ (n) 
k 2 4 2 4 x' 
P '(Cos(0)) = nD i, (n+2)(n-—1) ») _n(n+1)f, (+21) Sin” (0) 
$ 2 4 2 4 y' 


B = x(2n(n + D Sin? (0) + (n + 2)(n — DSinh? M )+ »(2n(n + D Sinh? (7) + (n + 2X(n —1)Sin°(0)) 
C = x? (4n? Sin? (O(n +1} + Sinh? (m(n —1} (n + 2} )+ y° (4n? Sinh? m(n +1) + Sin? (O(n —1Ÿ (n + 2Ÿ ) 


| (Sin? ep) + sofi LG + D (x + 2)(n =D) Ja n?’ (n+? (n+2}(n-1)}? y) 


Gz n'(n+1) 2 64 
4 B rp rebed y), E 
2 8 16 
. 2 D 2 
Comme x = Cosh(n)—1 et y =Cos(0)—1calculons x= P = UE 
Cosh(n) +1 2 
__ Sin(0) _ Sin/(6) 
Cos(0) +1 2 
Be CPU D (Sinh) — Sin*(0))= CDD (Sinh?) — Sin? (0) \Sinh? (7) + Sin? (0)) 


. 4 
Cz Sinh” (n) 
4 


(4n? Sin? (O(n +1) + Sinh? (n -1} (n+ 2 }+ 
+ SO (an Sinne (n +1) + Sin? (O(n 1) (a+ 2}) 
Ca QUIL (sin op + Sin°(0))+ n°(n +1) Sin? (0)Sinh? (Sinh? (n) + Sin? (0)) 


Sinh°(n) + Sin? (0) = (Sinh? 07) + Sin? (0) Sinh* 07) + Sinh? (M) Sin? (0) — Sin (0)) 
> G x Cste (Sinh? (n) + Sin? (0)) 
Ce qui démontre le résultat dans les premières approximations du développement autour de la singularité. 
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Un autre démonstration est plus complète par le raisonnement suivant (voir Lebedev pour le cas 
des coordonnées sphéroïdales aplaties). L'expression G ne faisant intervenir que des fonctions de 
Legendre de première espèce et d'indices entiers (soit un polynôme de Legendre) est un polynôme 
en Cos(Ô) et Cosh(n). D'autres part le polynôme s'annule pour les valeurs définies par Cos(ÿ) =- 
Cosh(n) et Cos(ÿ) = -Cosh(n), comme suit : 


m (7e 2 (ares) 
ôn 60 


Do. 

= Sinh°(nY(P,'(Cosh(n))) (P,(Cos(0))Ÿ + Sin? (8YP,(Cosh(n))) (P,'(Cos(8))) 
Annulation pour Cos(0) =+Cosh(n) 

cotosconm = (2, (Cos(6))} (P, (Cos(6)) (Sinh? (7) + Sin? (0)) 

= (P,'(Cos(@©))} (P,(Cos(0))} (Cosh° (m)-1+1-Cos?(0)) 

= (P,'(Cos(6))Ÿ (P,(Cos(0))} (Cosh? (7) - Cos? (0)) 

=0 

On peut donc trouver une factorisation telle que : 

G œ (Cos(0) + Cosh(n)\Cos(8)- Cosh(n))Polynôme(Cos(0), Cosh(n)) 

= G œ (Cosh? (m) — Cos? (0))Polynôme(Cos (0), Cosh) 

> G œ (Sinh? (n) + Sin? (0))Polynóme(Cos (0), Cosh(n)) 

Ce qui démontre le résultat recherché et permet d'affirmer que le choix de la solution finie avec des 
polynômes de Legendre est une condition suffisante de régularité du gradient. 


Lorsque les problèmes aux limites impliques des géométries "coniques", on utilise des fonctions de 
Legendre de première et deuxième espèce avec des indices non entiers. Là encore le choix d'une 
solution finie pour n=0 et Ÿ=0,n, aboutit aux même conclusions : 

Partie radiale => Lim, „Q, (Cosh(n)) =+0 > AP, (Cosh(n)) 


Partie angulaire => Lim, oQ, (Cos(0))= +œ => AP, (Cos(@)) 
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Il reste à démontrer que pour les fonctions Fa (Cosh), P, (Cos(0)) la fonction G respecte 
également bien la condition de régularité du gradient. Pour cela le développement autour de la 
valeur z=1 des fonctions de Legendre P est encore valable en remplaçant par n->Àn. 


Sinh? (n) _ Sink’ (n) 2 Sin’ (0) K Sin? (0) 


Posant x = Cosh(ņ)-l1 et y = Cos(0)-1 > x = z N 
Cosh(n)+1 2 Cos(0)+1 2 


B = x(24, (4, + DSin? (0) + (A, + D(A, —DSinh? (m})+ »(22, (4, + DSinh? 0) + (4, +2), - DSin? (0)) 
C = x? (4n? Sin? (O)(n +1} + Sinh? (pr -1} (n+ 2} }+ y? (4n Sinh? (n +1) + Sin? (OHn —1) (n+ 2} ) 
A, An + Da + DA, -D 4 iA, +D A, +D A, -D y") 


o| (Sin? m) + swof: + 


G x À Cut) 2 64 
4 z 
2 (1+ A, (å, +D, -D(, +2) w]* C 
8 16 
pa C tD, D (Sinh) = Sin*(6))= C, +D, D (Sinke) = Sin? (0)\Sinh? 0) + Sin? (0)) 


c= =D U. +2) (Sinh) + Sint (0))+ 2,2 (4, +1} Sin? (0}Sinh? (Sinh? 01) + Sin? (0)) 


Sinh (N) + Sin (0) = (Sinh? (rm) + Sin? (0)\Sinh* 07) + Sinh? (M) Sin? (0) — Sint (0)) 
> G œ Cste (Sinh? (7)+ Sin? (0)) 


Il en est de même avec une valeur À,. imaginaire comme dans le cas des fonctions coniques de 
Mehler. Et le choix d'une solution finie pour n=0 et Ÿ=0,n, aboutit aux même conclusions : 
Partie radiale = Lim, 1. (Cosh(n)) = +00 > AP; | (Cosh(n)) 

2 


ifa Hia 
2 


Partie angulaire => Lim,_5,Q 1 | (Cos(@))=+0— AP, | (Cos(@)) 
. E 


ita +iT, 
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Solutions de l'équation de Laplace par séparation des variables 


Les solutions de l'équation séparée dans les trois coordonnées sphéroïdales allongées sont : 
T(n,0,p)= R(r)8(0)D(o) 
cas général 


R") + Cotanh(n)}R'(n) o + o Po =0 


Cos(0) '(0)+| a 
Sin(0) i 


P"'(p)+a;P(p) =0 


d; 
Sin” (0) 


= |o" (0)+ bo =0 


; 2 Š 
si a,=n(n+l)eta;,=m avec n,m entier, 


2 


Y Cosh(n) p m 2 = AP” mi 
E a [asns T po 0 = R(n) = A P? (Cosh(n))+ B O}; (Coshtn)) 
5 Cos(0) z m? E Dai 7 B 
=> lO" (0)+ O SO nan PO 0 => @(0)= A P” (Cos(0))+ B Q” (Cos(0))tq m<=n 


D''(o)+m D(p)=0 => P(p)= ACos(mp)+ B Sin(mp) 


P” (z) Fonction de Legendre (de première espèce) de degré n et d'ordre m 
o” (z)F. onction de Legendre de deuxième espèce de degré n et d'ordre m 


=> valeur propre nulle — si æ, = 0,&œ, = 0 


: Cosh(n) >, : Cosh(n / 2) 
= R" (n)+ Sinh(n) R'(n) = R(n) = A+B Doei enna 

1—Cos(0) _ Sin(0 /2) P Cos(0/2) 
DO CD Loe ge Pl gp Pol ino. 


P(o)=E+FoE 

Le choix effectué est celui d'une variable de séparation œ, positive. C'est un choix qui est 
parfaitement adapté pour des problèmes aux limites dans la dimension angulaire, ou lorsque la 
géométrie du solide de révolution complet permet l'utilisation de la base complète des polynômes 
de Legendre ou des fonctions de Legendre associées d'ordre et de degré entiers. 
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Pour ce qui est du cas de la valeur propre nulle, la solution Logarithmique en Ÿ comporte une 
singularité à angle nul, et n'est donc pas retenue-> D=0. La solution Logarithmique en n présente 
également une singularité en n=0, et ne peut donc être utilisée que lorsque le domaine ne 
comprend pas l'origine. 


Lorsque l'on réduit à deux dimensions (n et Ÿ) et que la géométrie du problème et des conditions 
aux limites implique, par exemple, que la solution ne dépend pas de ®, alors les deux équations 
séparées sont : 

T(n,0)= R(r)6(0) 


cas général 


R"(n)+ Cotanh(n)R'(n) -a;R(m) = 0 
>|, Cos(0) , : 

@"'(8)+ O @'(0)+a,0(0)= 0 
si a,=n(n+1l) avec n entier, 

Rp) + D RG) -n(n + DRO) =0= RO) = AP, (Cosh(m)}+ BO, (Coshtn) 
” inh(n) 

@"(0)+ so @'(0)+ n(n+1)@(0) = 0 = @(8)= AP, (Cos(0))+ B Q,(Cos(0)) 

in 


P, (z) Fonction ( polynôme) de Legendre (de première espèce) de degré n 
Q, (z)F onction de Legendre de deuxième espèce de degré n 
Cas où la géométrie du problème conduit la solution à ne dépendre que den 


=> valeur propre nulle — si æ, =0,a,=0 


n Cosh(n) p, S Cosh(n /2) 
>R De R'(n) = R(n) AtB Lol einna 

1- Cos(0) z Sin(0 /2) B Cos(0/2) 
OPSE E Mbosi oepa Pal Ge T 


La solution logarithmique en Ÿ comporte toujours une singularité à angle Ÿ=0, et n'est donc pas 
retenue-> D=0. Lorsque la géométrie du problème et des conditions aux limites implique que l'on 
puisse réduire à une seule dimension radiale (n) et que , par exemple, la solution ne dépend que de 
cette variable n, alors la solution de l'équation devient : 
T(n) = A+ B Log] RCD l 2) 

Sinh(n / 2) 
La solution Logarithmique en n présente également une singularité en n=0, et ne peut donc être 
utilisée que lorsque le domaine ne comprend pas l'origine n=0 (un sphéroïde creux par exemple). 
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Un choix æ <0 donnerait des équations de la forme, en gardant un solide de révolution azimutale 
complet (soit une constante de séparation azimutale, en @, égale à m entier) : 


R''(n)+ Cotanh(n)R'(n) + G y Ro =0 
2 Cos(0) > m? 
=> ©" (0) + TO @'(0) Lu + Po 


D'(p)+ m°D(p) = 0 


z = Cosh(n) 


Posons À Sinh(n)= 42° —1 
ris eee) 
dz dz 


an dz dm 


2 


=> R" (n) + Cotanh(n)R' (n) + G z g eO > 


2 
m 
2 
— Z 


<> (1 — 7° )R"(2) —2ZR'(z) G + à ko =0  Posons x° = i +r’ 


2 


2 (-2}@-22r +] fe) = s Ro=0=v=-i+ir et +D={er) 


RG)=4P%" (z)+BO* (z) RM) =A P (Cosh(n))+ 8 O" (Cosh(n)) 


Pour ©(0) il vient (0) = A Pi" (Cos(0))+ B O1 (Cos(0)) 
2 2 

Ce choix de solutions est adapté à des problèmes aux limites inhomogènes en dimension angulaire 
Ÿ (sur des cônes sphéroïdales c'est à dire des hyperboloïdes), pourvu que la dimension radiale ne 
comporte pas l'origine des coordonnées, car dans ce cas il n'est pas possible d'exhiber un système 
de fonctions propres. Toutefois grâce à une représentation intégrale dîtes de Mehler-Fock et un 
théorème du même nom), on peut construire formellement des solutions sur un hyperboloïde de 
révolution complet. Nous verrons ces cas plus loin dans l'exposé. 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemples divers de problèmes intérieurs sur des sphéroïdes et “"Hémisphéroïde" allongés pleins 
ou creux 


Exemple : Sphéroïde allongé plein (n,9) soumis à des conditions aux limites de Dirichlet 
inhomogènes en n=l, 


Soit le problème intérieur : 

AT (7,0) = 0 

T(n, 0), =]-— Heaviside(0 -x/2) fonction de Heaviside 
T(7,0) fini 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


La solution est indépendante de et se développe en série de polynôme de Legendre 
T(n,0)= 4, +B, zog Sarara) + X (4, P,(Cosh(m))+ B, Q,(Cosh(m)\4,P, (Cos(0))+ B, Q,(Cos(0))) 
Les conditions de finitude de la solution en n=0 et Ÿ=x/2, ainsi que le respect de la condition aux 
limites implique que Bo=B,=Bə=0, et cela donne une solution de la forme : 
T(n,0)= 4,+ $ 4,P,(Cosh(n))P,(Cos(0)) 

AL . Soit en utilisant les propriétés d'orthogonalité des 
fonctions propres (ainsi que des calculs déjà réalisé pour une sphère pleine) cela donne le résultat 
recherché. 


n=1,+00 


P(2)=1P,(z 


jar 
S +1) 
C-L. L =1- Heaviside(0 —-7/2) fonction de Heaviside 


mi2 


Í d0 Sin(0) P,(Cos(0)) fa P (z 


1 
=>B,=> et B= 0 
"2 P,(Cosh(1,)]P,|° P,(Cosh(,)]P,|° 
-17 (2n —D!(4n +3 
B,, = 0 Bony = 2n+l ) ( ) ( ) 
27" P, (Cosh, )Xn—D!(n+1! 
1 —1} (2n-1)!(4n+3) P, (Cosh 
roe a > DnD BaCO e ioo 
2,4, Pn- Pya l(Cosh(,)) 
ou bien 


L 1 5 (y ED Gn+3) Pnu (Cosh) 
2 2,5  2"{(n) An+1) P,a (Cosh(l,)) 
Par la suite on utilisera abondamment les calculs déjà réalisés pour la sphère pleine, creuse, et les 
cônes ainsi que les sections coniques sphériques, dans le cas d'une géométrie de sphéroïde déclinés 
dans les mêmes configurations. Il suffit de remplacer le terme radial sphérique par son équivalent 
sphéroïdal allongé. 


P n (Cos(0)) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Lorsque les conditions aux limites sont inversées, soit 
AT(7,0)=0 T(7,0) fini 


T (7.0), = Heaviside(0 —-xz/2) fonction de Heaviside 


Alors la solution est de la forme : 


1 (D'G@n-DlAn+3) P, (Cosh) 
TO 2 a a Baconi) AAM 
ou bien 
T(n,0)=1 l D Qa)! (4n=+3) P,,,(Cosh(n)) P, (Cos(0)) 


2 2,4 2” (n? 20+1) Pan (CoshC,)) 
Supposons maintenant que les "Hémisphéroïdes" supérieure et inférieure soit à des températures 
différentes respectivement Ts et T.. Alors par principe de superposition nous avons : 


-REL (1 Cn-1)!{4n+3) P, (Cosh(n)) 
P= RL DaD Paone) Ce) 


ou bien 


T(r,ņn)= 


Tiat y (ME) S j COE Gn+3) Bi, (Cosk() 
2 2, ee 2” (n? 2(n+1) P,,„(Cosh(l,)) 
Si To =1 et T:=-1 2. 


1)'Qn-D'(4n+3) P, (Cosh) p 
PAUSAS DE 2" (n=Dln+ D! Pya (Cosh(l,)) 


Pn4(Cos(8)) 


Pna(Cos(0)) 


ou bien 


: n (2n)! (4n+3) P,,,(Cosh(n)) 
PUM) FAN 1) 2” (n? 2n+1) E on) 0) 


Pour le problème plus général : 
AT(n,0)=0 


T(n.0),., = Ja) = f,(Cos(8)) 


T(7,0) fini 
La solution s'écrit : 


B,= fao Sin(0) f,(0) B, = fao Sin(0) f, (0) P,(Cos(0)) 


T0) = 22 + S p D ACAD ia) 


te ” 2 P, (Cosh(l,)) 
z=Cos(0) B,= jeno B, - jé 07.0) 


r(,0)= À + X 8, Gn+1) 2 CORD P Coste) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : Sphéroïide allongé plein (n,9) soumis à des conditions aux limites de Neumann 
inhomogènes en n=l, 


Si le problème intérieur s'exprime sous la forme : 
AT(7,0)=0 
T,(n.9),., = fo(Cos(6)) 


T(n,0) fini 
Alors la solution (à une constante près quelconque) s'écrit sous la forme : 


z = Cos(0) PACA) = Sinh(ņn)P,'(Cosh(n)) 
n 
=> f,(Cos(0)) = X C„Sinh(l,)P,'(Cosh(l,)) P,(Cos(0)) 


AROE n(Cosh(l,)P,(Cosh(l,))— P, (Cosh(l,))) _ n(Cosh(l,)P,(Cosh(l,))— P, (Cosh(l,))) 
n (CoshG,))= Cosh(1,)-1 i Sinh? (l,) 
n(Cosh(l,)P,(Cosh(1,))— P, (Cosh(1,))) 


Sinh(l,) 


Sinh(l,)P,'(Cosh(l,)) = 


ES (2n +1)Sinh(l,) ja R 
ET CIC D- P (Cosh, J), VO OS 


1 
B, quelconque B, = fa Ja (P, (z) 
-1 


T(n.0)=B+ © B (2n+1)  Sinh(l,)P,(Cosh(n))P,(Cos(0)) 
n, V4, " 2n (Cosh(l,)P,(Cosh(l,))- P, (Cosh(l,))) 


Exemple : Sphéroïde allongé plein (n,9) soumis à des conditions aux limites de Robin 
inhomogènes en n=l, 


Si le problème intérieur s'exprime sous la forme : 
AT(n,0)=0 T(n,0) fini 


aT, 01,0)+ BT(1.0),., = fa(Cos(0)) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Alors la solution s'écrit sous la forme : 
dP,(Cosh(n)) 
dn 


n(Cosh(1,)P,(Cosh(l,))— P, ,(Cosh(l,))) 


z = Cos(0) Sinh(,) 


= Sinh(l,)P,'(Cosh(l,)) = 


n=l; 


= f,(Cos(0))= Y C,Sinh(l, (æ P,'(Cosh(l,))+ B P,(Cosh(1,))) P,(Cos(0)) 


n=1,+00 


Ge (n+1) Ja RO) P,() 
oa n Cosh(l, )P, SERRE He (Cosh(l, ) + B P (Cosh(l ) z 
Sinh(l,) ” 
i (2n+1)Sinh(l,) 


GE (a n(Cosh(l,)P,(Cosh(l,))— P, (Cosh(l,)))+ B Sinh(1,)P,(Cosh(L, ))) 


B,= fa hE) B,= faz MOLAC 


B, (2n+1) Sinh(1,)P,(Cosh(n))P,(Cos(0)) 
Tr, =+) | 
2B ,4 2 (æn(Cosh(l,)P,(Cosh(l,))- P, (CosA(l, )))+ B Sinh(l, )P,(CosA(I, ))) 


Exemple : "Hémisphéroïde" allongé plein (n,ÿ) soumise à des conditions aux limites de Dirichlet 
inhomogènes en n=l, homogènes en 60=71/2 


Commençons par un problème intérieur dans une "Hémisphéroïde" soumise aux conditions : 
AT(7,0)=0 T(n,0) fini 


T, O) pai = T, 0) =0 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Utilisons une astuce, et considérons le problème d'une sphéroïde pleine soumise aux conditions aux 
limites impaires en 0 
AT(,0)=0 T(7,0) fini 


TO), =] pour 0 E[0, 7/2] 
T(7.0),., = —1 pour 0 e[x/2,x] 


On voit que la solution de ce problème doit nécessairement comporter une valeur nulle sur la 

tranche. Dans ces conditions la solution du deuxième problème dans "l'Hémisphéroïde" supérieure 

est la solution du premier problème dans le même "Hémisphéroïde". Le deuxième problème 

possède la solution suivante comme nous l'avons vu dans un exemple précédent : 

Taa 3 EV'@r-DIAn+3) P,.(Cosh(n)) 
te P-D)! P,,(Cosh(,)) 


Pna(Cos(0)) 


ou bien 


n (2n)! (4n+3) P,,,(Cosh 
To= > (Y CDS GED Pen p (Cos(0)) 
Eat 2” (nt? 2(n+1) P, (Cosh(l,)) 
Pour le problème plus général sur "l'Hémisphéroïde" : 
AT(ņn,80)=0 T(n,0) fini 


TN, O)|, = f(Cos(8)) 
T(,8),,,2 = 0 
On utilise également l'extension au problème du sphéroïde avec des conditions aux limites 


impaires, soit : 
AT(r,0)=0 


T(r,0) se fo (Cos(8)) pour 0 € [0,7 /2] 
T(r,0)., nt (Cos(x —0) pour 0 € [r /2,x] 
T(r,0) fini 


Alors la solution s'écrit sous la forme : 
B, =0 


B,=(1-(-D")fd ,@) P,()= Bn =0 Bra =2| d f2) Panal) => C, = | de AE) Panal) 


rno= X R PPS P,,„(Cos(0)) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : Sphéroïde allongé creux (n,9) soumis à des conditions aux limites de Dirichlet 


inhomogènes en n=-l,: et Dirichlet homogènes en n=l;1. 


Soit le problème intérieur : 


AT(7,0)=0 
T, =0 
T(n,0), ,, =1si8 ef0,x/2] O sinon 
0.5 
Le 
00 g” | Tr. 0.0 
Fu | Re 
os | Ts. 0.6 
PP Jao 


"SF 
a 
D 


0.5 


iiia: Saas. j -ai f 7 


Cette fois les conditions de finitude en n=0 ne s'applique pas car le point est en dehors du domaine 
d'étude (toutefois les conditions en 0 reste les mêmes). La solution se développe donc sous la forme 
Y (4, P,(Cosh(n)}+ B, Q, (Cosh(m)}P, (Cos(0)) 


Cosh(n /2) 4 
Sinh(n / 2) 


n=1,+00 


T(n,0)= 4,+B, Los 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


La solution est indépendante de et se développe en série de polynôme de Legendre 
Valeur propre n 


P,(Cosh(n)) Aer 


T(n,0 =0 je radial 
(n, la — partie radia el (CosA(,,)) Q, (CosA(I,,)) 


Valeur propre 0 


Sinh(n /2) Sinh(L, /2) Sinh(n/2) Cosh(L, /2) 


nl nl 


Cosh(l,, /2 2) Sinh(L, /2 
TO) a, =0 > partie radiale Log CD Lol DAC Je os| co ) Dy 3 


Sinh(n/2) Cosh(l, /2) 
F Cosh(l,, /2) Sinh(l, /2) 
Sinh(l,, /2) Cosh(L,, /2) 
Pa(Cosh(m)) _ Q,(Cosh(n)) 
dy (1n)! (4n +3) | Pona (Cosh) Q,:(Cosh(,)) 
2,5, 2"(n) An+D) (P,a (Cosh) O, (Cosh(l,)) Pami 
P,a (Cosh(la)) Q, (Cosh) 
Pour un problème plus général : 


AT(ņ,0)=0 TO) a, =0 TO) a, = fa (0) 
Si fa(0)= fa (Cos(0) cela donne : 


> EE ea) 


TOROS 


(Cos(8)) 


B, = fao Sin(0) f, (0) B, = fao Sin(0) f, (0) P,(Cos(0)) 


z=Cos(0) B,= fd he) B,= fd he) P, (z) 


og) COSA 2) Sinh, 12) Pana(Cosh(n)) _ Q», (Cosh(n)) 
Sinh(n /2) Cosh(l,/2) (Qn+1) (P,a(Cosh(,)) @,:(Cosh(,) 


) 
Cosh(l,,/2) | Au g ER Ouna(Cosh(I,;)) 
) ) 


F,(Cos(8)) 


P,a (Cosh a)) Ona (Cosh(l,) 


B 
T(n,0) = > 

og 

| Sinh(1,,/2) Cosh(l,, /2) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 
Par exemple pour deux "Hémisphéroïdes" portés à des températures différentes 
AT(n,0)= 0 TNO) a, =0 
TNO); =h sið e [0,z/2] 
T.O) =T sið efz/2,7] 


il vient : 


Lo Cosh(n/2) Sinh(l,, /2) 
PAET Sinh(n/2) Cosh(,, / 2) 
2 Cosh(l,, 12) Sinh(1,,/2) 
O 
S| Sinh, 2/2) Cosh(l,/2) 


T(n,0) = 7 


| P,u(Cosh(n)) Q, (Cosh(n)) | 
1) (Q@n-Di(4n+3) (PuulCosh(,)) Q,(Cosh(,)) 


- ) Cos(0 
Hi n 2” (n-Dn+D! (P, (Cosh(d,)) Q, (Cosh(l,,)) APEE 
Pa(Cosh(ln)) Qu (Cosh) 
ou bien 
n (g /2) Sinh(l,/2) | 
T(n.0)= T,+T Sinh(n/2) Cosh(1,, / 2) 


2, [Cosh(,:/2) Sinh(,/2) 
E| Sinh(,, 12) Cosh(l,, 12) 


P,a (Coshn)) Ou (Cosh(n)) 
(T,-T,) A ent (An+3) (Poni (COSA D) Ozna (Cosh) 
+ > FD DT 
2 6e  2”"(n) 2(n+1) Pian) o o 
P,a (Cosh(l,)) Qz, (Cosh(l, 


P,n(Cos(8)) 


Si To =- 1,=1 alors 


1)'n-D!(4n+3) (P (Cosh(l,,)) Q,,.(Cosh(l,,) 


2n+ 


| P,,4(Cosh(n)) i (Cosh(n)) 


) 
8)=2 Cos(@ 
LC De PDG + D (Pyra (Cosh) Qu Zn C 
PalCosh(,)) Q,,(Cosh(,,)) 
ou bien 
(En nn) ge. (Cash) 
n (2n)! (4n+3) (P,,:(Cosh(,,)) Q,,,\Cosh(l,;) 
T(n,0) = 1 LB. (Cos(0 
9 21 Er (ny 2(n+1) | Popa D Onu (Cosh(l,2)) SeA 
P, (Cosh(l a) Q, (Cosh, )) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : Sphéroïde allongé creux (n,9) soumis à des conditions aux limites de Robin 
inhomogènes en n=l, et Dirichlet homogènes en n=l, 


Si le problème intérieur s'exprime sous la forme : 
AT(n,0)=0  T(n,0) fini 
n=l a 0 æ T,(n,0)+ B T(n.9), ; = f,(Cos(8) 


Alors la solution s'écrit sous la forme : 
Valeur propre n 


z o radiale x| -a(Cosh(n)) _ 2, (Cosh) 
TO) a, =0 > partie radiale () G (Cosh(L,) 0. (Cosh) 


AP ACOD] sang yP (Cost y = C4 2)E Cosh- P, (Cosh, 2) 
dn i 4 1 Sinh(l,,) 
dQ, (Cosh) n(CosA(I,,)0, (Cosh(l,,)-Q, ,(Cosh(1,,)) 
dn Z Sinh(l,,) 
an {Cos(l,,)P.(Cosh(1,,))—P, ;(Cosh(1,,))  Cosh(l,,)0,(Cosh(l,,))-Q, ,(Cosh(l,,)) 
Sinh(L,,) P,(Cosh(1,,)) Q,(CosA(L,,)) 
Posons D, = 
P,(Cosh(l,,)) Q,(Cosh(,.)) 
P(Cosh(l,,)) Q,(CosA(L,,)) 
Valeur propre 0 


Sinh(l., /2 Tanh(l,, /2 
T(n,0) =0 > partie radiale œ toe Cosh(n 2Y SPM )- Lo (Fan) pe cer 


Sinh(n/2) Cosh(l,, /2) Tanh(n /2) Cotanh(l,, / 2) 


d Cotanh(n / 2) E 1 E 1 
dn Cotanh(I,, / 2) Cosh(l,,/2)Sinh(l,, / 2) Cosh(l,2) 
n=ly2 


Posons D, =- 


a Tanh(l,, /2) 
Cosh(l,;) Tanh(I,, /2) 


Condition aux limitesn = l,, > à T:(n,0)+ B T(n.8), 2 =f (Cos(8)) 


—z=Cos(0) et f,(Cos(0)=CD,+ X, C, 


n=1,+00 


La D P (Cos(0)) 


nn 


(2n+1) log 
C, = anar PEIRA Ge, 1840 


D, å 


A E, 


MELUN B (on+1 P,(Cosh(m)) _ Q,(Cosh(n)) 
B, °S Tanh(n/2) : P,(Cosh(l,)) Q, (Cosh, )) 
EDT D 2D 


| F,(Cos(0)) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Qui redonne la solution lorsque la condition devient de Neumann a=1 et 6=0 : 
1 1 
z=Cos(8) B,= Í dz f(z) B,= Í dz f,(2) P,(z) 
-1 -1 
a=let p=0> 
© n, ( Cosh(l,)P,(Cosh(l,,))— P, (Cosh(l,,))  Cosh(l,,)0,(Cosh(l,,))-Q, (Cosh(l,,)) 
Sinh(l,,) P,(CosA(1,,)) Q,(CosA(L,,)) 


1 
Cosh(l,2) 


B (en +1) 2(Cosh(r)) _ 9, (Cosh(r)) 
Tanh(l,/2)\ 1 P(Cosh(,)) Q,(Cosk(L,,)) 
Ta nh(n / 2) 2 n=1,+00 D, 

Ainsi que la solutian de Dirichlet lorsqu a=0 et 6=1 


z=Cos(0) B,= jeno B,= [asor 


| F,(Cos(0)) 


T(r,0)= + Cash, DL] 


a=0et B=1—= 
_{P,(Cosh,,)) Q,(Cosa(,,)) 
P,(Cosh(1,,)) Q,(Cosh(l,)) 


ee. Tanh(!,, /2) 
= oO — 
o 5 CE Tanh(l,,/2) 


rog Tentar) k  (Cosh(m)) Q, cu] 
iost Tanha /D) 1 5 g (n41) P,(Cosh(1,)) Q,(Cosh(l,)) E 

2 Tanh(l,/2)) 2,4% P,(Cosh(l,,)) Q,(Cosh(l,,)) 

CE Tanh(l,, /2) P,(Cosh(,))  Q,(Cosk(1,,)) 


Dans l'expression : 


z=Cos(0) B,= Í dz f(z) B,= Í dz f,(z) P,(z) 


an Cosh(l,2)P,(Cosh(l,2))— P, (Cosh(l,2)) Cosh(l,2)Q,(Cosh(l 2) — Q, (Cosh(l,2)) 
Sinh(L,,) P,(Cosh(1,,)) Q,(Cosh(l,,)) 
P,(Cosh(l,3)) Q,(Cosh(l,2)) 
+8 
P,(Cosh(1,,)) Q,(Cosh(l,,)) 


a Tanh(l,, /2) 
D, =- + B Log| —1—— 
Cosh(l,;) Tanh(I,, /2) 


Tanh(l, a , eraf P,(Cosh(n)) _ Q,(Cosh(n)) 


O, 
eoa ef Tanha 1 P,(Cosh(,)) Q, (Cosh(l,,)) 
(8) 2 D e3 D 
0 n=1,+00 


n 


| F, (Cos(0)) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Calculons la solution quelque soit les valeurs de a et B pour des valeurs particulières de la fonction 
limites. 


Pour une fonction par palier, "Hémisphéroïde" supérieur à 1, "Hémisphéroïde" inférieur à 0. 
si T(n,0),., = 1-— Heaviside(0 —- x/2) fonction de Heaviside 


L | o vr 1 1 
E a EEDI ce 
2 2 2 2 
B, =0 B, = Ç 1J'@n-D'(4n+3) 1 (1 Gr} (4n+3) 
2"(n-Dl(n+D(4n+5) (4n+5) 2” (nt) 2(n+1) 
"7 EE rene) | 
eie ' Tia h S (iS B D Q», (Cosh(l,)) ne 


"2 eleen) ML) 
T(r,0) =} Tanh(n/2) } 1 DE (2n)! (An+3(PualCosh(,)) @,.(Cosh(,)) N 
2 D, Erp 2” (ntf 2(n+1) Dopa 
x P,,(Cos(0)) 
Pour une fonction par palier, "Hémisphéroïde" supérieur à 0, "Hémisphéroïde" inférieur à 1. 
si T (7,0), Le Heaviside(0 —- 7/2) fonction de Heaviside 


m —1 1 

alors on a démontré que fao Sin(0) P,(Cos(@)) = fa P (z)=-(- 1) faz P (z) 
mi2 0 0 

comme B,,=0 et B,,, #0 


2n+1 


[re ©) | Pa(CosA(n)) en) 

1 Uram@/D)_ 1 5 | (7 ent n+ P, (Cosh) Qua(Cosh())) 

2 D, 2e 22" (nt) 2(n+1) 
XP, (Cos(0)) 


T(r,0) = 


Don 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Pour une fonction par palier, "Hémisphéroïde" supérieur à 1, "Hémisphéroïde" inférieur à -1, la 
solution est la superposition de la solution “"Hémisphéroïde" supérieur +1 - Solution 
"Hémisphéroïde" inférieur 1: 

si T(n,0),., =1-2Heaviside(0 -7z/2) fonction de Heaviside 
O,a(Cosh(m)) 


T(n,0)= 
F z Pan (Cosh()) | 
1 Tanh(n /2) LS ( 1 ED (4än +3) Pana (Cosh(l,) ) Q, (Cosh(l,,)) P, (Cos(®)) 
WAAT DA 44 4444444444444443 


Zp A+A 4 4 a 
fo(0)=1- n z /2)<-hémisphère supérieur à 1 


? 444 Pa 4444 
P,„„(Cosh(n)) 


Qoni (Cosh m) | 


rt a) É 
1 (Tam) 1 & pu Ont (4n+3) | Pona lCoshC)) Ozna (Cosh) 
2 D A ETES D. Pi (Cos(0)) 


2 D, 2 n=0,+00 

4A444444444444444444 42 444444444444444444444 
fo(0)=Heaviside(0-x/2)<—hémisphère inférieur à 1 

Pz, (Cosh(n)) _ Q», (Cosh) 

ons (Cosh(,1)) Oon (Cosh) 


Don 


B „n (2n)! aal 
T(n,0)= $, (-1) ZE aD L,,:(Cos(0)) 


n=0,+00 


"Hémisphéroïde" allongé creux (n,9) soumis à des conditions aux limites de Dirichlet 


Exemple : i 
inhomogènes en n=l, et Dirichlet homogènes en n=l 


Soit le problème : 
AT(ņ,0)=0 TO) a, =0 Tn,0), n, =} T0, O) = 


00 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


En utilisant le problème équivalent du sphéroïde creux dont les deux “"Hémisphéroïdes" sont 
soumises à des conditions aux limites de Dirichlet impaires. 


Pa, (Coshm)) ge ren) 


1)'Qn- a Pr (COA). Ora lOAN à cost» 
) 2n+1 
) 


T(n,0)=2 
DU >. 27" (nr + D! É Pyn (Cosh(ly2)) _ Osn (Cosh(l,s) 


P,a (Coshdla)) @,,(Cosh(L,,) 


ou bien 


A Bres (Casen) 

n (2n)! (4n +3) Pomi Cosh(I,;) Ou Cosh(I,;) 

T(n,0) = 1 P, „(Cos(0 

e 2 Vy An+1) (Pi (Cosh(l,3)) Q,,(Cosh(l,.)) (e 
À ) Osna (Cosh(l,)) 


N 


2n+1 


Pour un problème plus général : 

AT(7,0)=0 TO), =0 TO a, =O TOn. 

Par l'équivalence avec le problème aux limites suivant sur le sphéroïde creux : 
AT(n,0)=0 T(n,0) fini T(n.0),., = 


T(n.0), 0m = Jo(Cos(8) 
TO), ua = Jo (Cos(x — 6) 


cela donne : 


C, = fa Ja(2) P (2) 


n=l2 > 


Í P, (Cosh) n 
4n+ 3)C 


P, (Cosh(l,)) Q>, (Cosh(l,)) 
T ,0 = Toi C 0 
ZX TERCTA EME) de 
Pa(Cosh(l,)) Q,:(Cosh(,)) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple: "Hémisphéroïde" allongé creux (n,9) soumis à des conditions aux limites de Robin 
inhomogènes en n=l, et Dirichlet homogènes en n=l, 


Si le problème s'exprime sous la forme : 
AT(n7,0)=0 T(n,0) fini 


T(n,0),.,, =0 
a T,(n,0)+ B T0), = fo(Cos(0) 
TG.) =0 


Alors peut voir que la solution est également celle du problème suivant sur le sphéroïde : 
AT(7,0)=0 T(n,0) fini 


TO), =0 
a TO +B TAO mon = Le (C05(0) 


a T,(n,0)+ B TMO, =-f,(Cos(x -0) 


En effet supposons le problème précédent du sphéroïde creux, alors la solution se développe sous 
la forme : 


z=Cos(0) f,(-z)=-f,(2) 


B,=[&f(-0 B, =0-CD)| d AE) PE) B,=0 B,1=2C,#0 C, = | d f,() P,() 


2» 0[0,7/2] 


12» 07/27] 


an  ( Cosh(l,,)P,(Cosh(l,3))— P, (Cosh(l,:))  Cosh(l,,)Q,(Cosh(l,,)-Q, (Cosh(l,2)) 
Sinh(l,,) P,(Cosh(l,,)) Q, (Cosh(l,)) 


oT res) Em) 


P,(Cosh(1,,)) Q,(Cosh(l,,)) 


| Pona (Cosh(n)) Oia (Cosh(n)) 

2n+1 

P,,.\Cosh(l Cosh(! 

> T(n,0) = 5 (4n+3) al ( nn) Oral ( n) 
n=0,+0 D'un 

Comme seuls les coefficients impairs sont présents alors la valeur en Ÿ=x/2 des polynômes de 


| Pna(Cos(8)) 


Legendre est nulle Pinn (0) = 0: Il vient T(r n/2)=0, ce qui correspond aux conditions aux limites du 
problème de "l'Hémisphéroïde". La solution est donc : 


C, = fa f2) P,(2) 


an ( Cosh(l,,)P (Cosh(l,,)-P, 1 (Cosh(l,,) Cosh(l,+)Q, (Cosh(1,,)—Q,(Cosh(l,;)) 
Sinh(l,,) P,(Cosh(1,;)) Q,(CosA(L,,)) 
aa P,(CosA(I,,)) Q,(CosA(I,,)) 
+ B 
P,(Cosh(1,,)) Q,(CosA(1,,)) 


À { P,(Cosh(n)) Ou (Cosh(n)) 
= T(n,0) = > (4n +3) P, „a (Cosh(l,)) On (Cosh(l,)) 


n=0,+00 Dansı 


| Pn4(Cos(8)) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Lorsque a=1 et 6=0, à la solution il faut ajouter une constante BO (auparavant quelconque dans un 
problème de Sphéroïde avec condition de Neumann fixé ) mais qui est là fixé à O par la condition 
aux limites à la base de "l'Hémisphéroïde”", cela donne donc : 

a=letB=0—= 


C; =fæ hE) P,(c) 


Det Cosh(l,,)P,(Cosh(l,,))— P, (Cosh(l,2)) Cosh(l,,)0,(Cosh(l,,))-Q, ,(Cosh(I,,)) 
" Sinh(L,,) P,(Cosh(1,,)) Q,(CosA(L,,)) 


P, (Cosh) Qz, (Cosh) 


2n+1 I 
T(n,0) 2 À (4n+3) (Com Q, (Cosh(l,)) 


2n+1 


| Pn41(Cos(8)) 


Lorsque la fonction limite =1, alors la solution se présente sous la forme : 


= op sv 2n)! 1 
Coni = J% Pael 1) 927 (nif 2(n+1) 
cn) Qs (Cosh) 
E n (2n)! (An+3)(P4\Cosh(,,)) Qon Cosh) 
RE 2. D 2 (a) 2(n+1) Du 


| Pna(Cos(0)) 


Exemple : "Hémisphéroïde" allongé plein (n,9) soumis à des conditions aux limites de Robin 
inhomogènes n=l, 


Pour le problème : 
AT(7,0)=0 T(7,0) fini 


a T,(n.0)+BT(n.0),., = fi(Cos(8) T(n.6),.,, = 0 
Il suffit de se conformer à la règle de passage sur la partie radiale dans les résultats précédents sur 


"l'Hémisphéroïde" creux, en éliminant le terme en Q, pour respecter la condition de finitude de la 
solution. Il vient alors : 


Partie radiale P, (Cosh(n)) Q, (Cosh(n )) 
P,(Cosh(,)) Q,(CoskG,)) 


| > P,(Cosh(n)) 


C = fa FETE, (z) 


yat n(Cosh(l,)P, (Cosh(l,))- P, ,(Cosh(1,)))+ B Sinh(l,)P,(Cosh(1,)) 
. Sinh(l,) 


= 70)= À (an+3)GnPaa (CON) à (Cosco) 
n=0,+00 


2n+1 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemples divers de problèmes extérieurs sur des sphéroïdes et "Hémisphéroïde allongés pleins 


Les solutions du problème extérieur sont construites de manière identique dans le respect des 
conditions de finitude et de continuité de la solution admise. La solution est indépendante de @ et 
se développe en série de polynôme de Legendre 

Cosh(n / 2 
T(n,0)= 4, +B, Log Staa) + 5 (4, P,(Cosh(m))+ B, Q,(Cosh(m)\4,P, (Cos(0))+ B, Q,(Cos(0))) 
Les conditions d'annulation de la solution en n=, de finitude et régularité des parties angulaire 
(Ÿ), ainsi que le respect de la condition aux limites implique que Ac=B5=A,=B:=0, et cela donne une 
solution de la forme :T(n,0)= Ÿ°4,0,(Cosh(n))P,(Cos(@)), où ne sont retenus que les fonctions 


n=1,+00 


de Legendre de deuxième espèce pour la partie radiale, s'annulant à l'infini. 


n=1,+00 


Pour le problème extérieur de Dirichlet : 
AT(n,0)=0 


T(n.0),, = fo(0)= f(Cos(8) T(.0) fini T(æ,0)=0 
La solution s'écrit en remplaçant pour la partie radiale, les fonctions de première espèce par celles 
de première espèce : 


z=Cos(0) B,= fao Sin(0) f,(0)= | dz h) B,= fao Sin(0) f,(0) P,(Cos(0))= | dz f, (2) P, (2) 


raa S 8, ED OCA » Ca) 

2 n=1,+00 2 Q, (Cosh (L )) 
Il est donc facile de construire toutes les solutions des exemples précédent du point de vue du 
problème extérieur. 


Pour un hémisphéroiïde, le problème extérieur de Dirichlet peut se poser comme un problème mixte 
dans lequel la valeur de la solution s'annule partout sur le plan médian (Ÿ=x/2), et définie come 
fonction de Ÿ à la surface du corps, comme suit : 

AT(n,0)=0 12L 


T(7,0),., = /o(0)= f,(Cos(0) TNO, ==0 T(n,0) fini T(%,0)=0 
7 2 . 
On utilise la construction des solutions du problème du sphéroïde avec des conditions aux limites 


impaires, soit : 
AT(r,0)=0 n2, 


T(r,0) ss Fo (Cos(0) pour 0 € [0,7 /2] 
T(r,0) Le — f,(Cos(x — 0) pour 0 € [z / 2,7] 
T(r,0) fini 


Alors la solution s'écrit sous la forme : 


: Sp _ Oa(Cosh(n)) 
z = Cos(0) GEJA fo(2) Porn (2) CE D COR Ca) 


Pa(Cos(0)) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple d'électrostatique : problème extérieur de Dirichlet, sphéroïde allongé dans un champ 
électrique uniforme axe z, porté au potentiel VO 


En utilisant le développement en série de polynôme de Legendre en Cos(0) et de fonction de 
Legendre de deuxième espèce, avec la forme requise du potentiel à l'infini, la solution doit être de 
la forme : 


x = cSinh(n)Sin(9)Cos(o) y = cSinh(n)Sin(8)Sin(o) z= cCosh(n)Cos(8) 
T(n,9) =V; Lim T(n,9)=-E,z = -E,cCosh(n)Cos(9) 


T(n,9)= -E,cCosh(n)Cos(9 Do Q,(Cosh(n)}P,(Cos(9)) 


P(Cos(9))=1 
P(Cos(3)) L Cos(9) 5 Thn, 9) = A,9,(Cosh(n)) + AQ, (Cosh(n))Cos(9) — E,cCosh(n )Cos(9) 

=> A5Q, (Cosh(n, ) + (49, (Cosh(n, ) = EscCosh(m )Cos(9) =V 

z Vo 

E E Re Joala 2 Can) Con), olcas) 


= EcCosh(n) Q, (Cosh(n, ) Cosh(n,) O, (Cosh(n, ) 
Q, (Cos h (m ) 


Les fonctions de Legendre de deuxième espèce en dehors ou dans l'intervalle [-1,+1], sont reliées 
aux fonctions usuelles suivantes : 


Q(z)= = Lo +) gej = Log[? H- oe) i67 i)rog| 2+1) sz) zeC 
a()=22 a be 7 toti- (6° -irog =) sx] retail 


=> 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Un sphéroïde allongé au seul potentiel vO sur sa surface provoque un potentiel extérieur de la 


forme : 
si. 0, (Coshla) | - Log Ce 716770) 


0 h 0 Vi 
O,(Cosh(no)) Log Cr Log Coranh( 7) 
OST 0 ]— 


Cette solution permet également de résoudre le problème thermique stationnaire d'un corps porté 
à température fixe. En utilisant la formule de correspondance en coordonnées cylindrique, il vient : 
n =N, Corrrepondant à un ellipsoide grand axe a petit axe a 


Ur nee c=Va -b° Cosh(ns)= = 
a c 


Je+c) +p + (2-0) +p +2e 
Log 
2 2 2 2 

2 J(+ +P +z- +p -2e 

0 
o| Se fog a+Va” -b° 

Cosh(n,)-1 geda Ep 

Cette solution ne peut rendre compte directement du cas limite n0->0, soit le segment de longeur 
2c centré en O sur l'axe z, car la solution donnée diverge dans ce cas. Toutefois on peut se 
rapprocher du problème électrostatique d'un filament de même dimension uniformément chargé 
et du potentiel électrique extérieur. Dans ce cas la solution se calcule facilement en coordonnées 
cylindrique par intégration du potentiel crée par un élément infinitésimal chargé du filament, sur 
toute sa longueur. A une constante électrique prés le potentiel s'écrit comme suit : 


T(n,9)= V3 


+c p 1 z+c 


vir, z)= Co [aam Ec, | de = Coaresinh(Î 
pP 


2 
z+c z+c 
— +, 1+ — 


| 2 2 
AreSinh(x)= Logle+ V4) V(r,z)= C,Log P p = C,Log z+c+4p°+(z+c) 
z=c (z i z-c+ÿp?+(2-c) 
+, [1+ 
P P 

Vérifions que les deux numérateurs des solutions précédentes sont identiques : 

Coshln)= d+d, _e+e) +p° + (cc) +p° _, di+d,+2e | V(z+c) +P + (2-0) +p +20 
2c 2c di +d, -2c Je+c) +p° +l- + p° —2c 
dr à me Vo? ++) 

Da J&+c) +p +z c} +p°+2c z+c+ÿp°+(z+c) TOT 

e+e} +02+4{-cÿ +p -2e 2-c+p?+(2-cŸ 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple d'électrostatique : problème extérieur de Dirichlet, sphéroïde allongé dans un champ 
électrique uniforme le long de l'axe x ou y, porté au potentiel VO 


En utilisant le développement en série des fonctions associées de Legendre en Cos(8) et des 
fonctions de Legendre de deuxième espèce, avec la forme requise du potentiel à l'infini, la solution 
avec un champ le long de l'axe x doit être de la forme: 

x = cSinh(n)Sin(9)Cos(o) y = cSinh(n)Sin(8)Sin(p) z= cCosh(n)Cos(8) 
T(n,9),., =V,  LimT(n,9)=-E,x = -E,cSinh(n)Sin(9)Cos(o) 

710 7 —+0 
T(n,9)= -E,cSinh(n )Sin(8)Cos(p)+ SS 4"0" (Cosh(n)}P"(Cos(9))Cos(mp) 
n=0 m=0 


+00 m 


T(n.9),. =V = -EseSinh(n)Sin(9)Cos(p)+ $ Ù 4"07 (Cosh(n, )P”"(Cos(9)Cos(me)= 7, 
Ê = (0 
> 
ou m=l 
=> -EcSinh(n, )Sin(9)Cos(p)+ Ÿ o (Cosh(n, ))P’ (Cos(9))+ Ydo (Cosh(n, ))P; (Cos(9))Coslo)= V, 


n=0 n=1 
De plus P' (Cos(9)) = —Sin(9) 
y 


F Ao ONCOS ED AOO EAC SA a 41 © 0 
Š 410, (Cosh())Pi(Cos(9))= Essinhln (9) Ai =- EESC) 4, =o 


EcSinh( JO; (Cosh( )) - O,(Cosh( )) 
EEE (CERE sino ycosfo)+ v, DC 


Avec un champ le long de l'axe y, on a immédiatement : 


E , E,cSinh(n,)O}(Cosh(n)) \ <. , Q,(Cosh(n)) 
T8) | rit) te Jsnto)sinlo)+ 7, DC) ee) 


T(n,9)= 60 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


En calculant les intégrales d'après une formule donnée par I.S.GRADSHTEYN.I.M.RYZHIK-Table of 
Integrals, Series, and Products-7-édition, page 772, formule n°7.132.1 : 


1 1 
faz vl-7°P, (z) et faz vl- z’ P! (z) 
—1 =i 
azra + a (a an 
2 2 
(2+4 )a-2 (1+ EEE) 
2 2 2 2 


1 
À : v=n H 0= faz v1-2°P,(z)= di 
-1 


(=t) = QUE n zN! - Í ] 


Formule 7.132.1 — faz ( — PS M a (z)= 
B] 


j> 1 
Pôle { J z) sur n=2m+1 => faz vl- Z? P„a(z) =0 Logique fonction impaire sous l'intégrande 
-1 
1 T° T° 
faz V1-2?P, (z)= = 
z 


IT (n+ 21- 2n)7(1+ nf) 2-2 (2) 


2 


rl - 3) : … à z je a CL ni a +1} rf» i a FE 2 l 
2 


B fa E E 2x n°((2n+1)) 


(n+1)1-2n)2%" (nt) 


1 
À . v=n u 1= fdz v1-2°Pi(z)= a 
zi 


rf- z) sur n=2m 
2 


($54) =r0-m)surn=2m+1 pour m=1,2 


Pôles 


1 
Seul faz V1- z°P'(z)+ 0=-< 
ʻi 


On retrouve le résultat du seul développement de la fonction associée de Legendre de degré 1 et 
d'ordre 1 ! 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Les fonctions de Legendre de première et deuxième espèce en dehors ou dans l'intervalle [-1,+1], 
sont reliées aux fonctions usuelles suivantes : 


PO 0e F0) 262-1) vz 

)= JÄ P!(z)= 3:17 -1 zeC 

P'(z)=-V1- x° P\(z)=-3xV1- x xe[-1,+1] 
) 


ot am) Ce ()- 1 Q(z)= H6 z -i)o 2H) -62] zeC 


z—1 2 1 
z 2721 z+l 3z?—2 3zVz°-1 z+l 

Q(z) — aa 3 Loa[= r) Ae 2 zog( ==) zeC 
D,(s)= zog ++) Q(s)= Log + )-1 oste) As -iros 14%) 6x) xe [-1,+1] 

2 — X 2 -x 4 l-x 
i x 1% 1+x i 3x -2 3xWl-x (=) 

=— — L =— — L —1,+1 
Q; (x) 2 2 os ==) olx) de 2 og Pe xel +1] 


Avec l'argument z=Cosh(n), il vient : 


R(Coshln))=1 R(CosH(n)}= Cash) R(CoSH(n)}= LACosHe (1) 
P'(Cosh(n))}= \Cosh°(n)-1 = Sinh(n)  P.(Cosh(n))=3Cosh(n)Sinh(n)= = Sinh(2m) 
Q,(Cosh(n)= Loe[ Coran T) o (2)= Coshln Joe Coran?) _ 

O, (Coshln)= AUTO io Corann )}- scosrtn)] 

O (Cosh(n))=-Coranh(n)+ Sinhln)Los| Coram 2) 


Q;(Cosh(n)) = - cor L- z BSMM) roef Coran) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 
Prise en compte de conditions aux limites de Robin inhomogènes plus réaliste 
Dans ce qui précède nous avons volontairement simplifié les conditions aux limites de Robin sur 
une iso-surface n=Cste ou Ÿ=Cste. Mais nous savons qu'elles prennent la forme suivante dans un 


problème axi-symétrique : 


AT(n,0)=0 T(n,0) fini a 


1 orle) gr o) 


(Sinh? (n)+ Sin? (@)) on = fon (0) 


n=l} 


La me s'écrit : 
ME z 2 P ert a acata P (Cos(0))  z=Cosn(6) 
1 ôT (,.0). i 
í [Sinh (i, )+ Sin? (0)) ôn BT(,,6)= fe) 


(2n=+1) Sinh(1, )P, '(Coshll, ) B 
sph i 2 B, 2 (nee P, (Cosh(1, ) (Sinh? (4, )+ Sin? | E(Cos(6)= (6) 


Sinh(, je '(Coshli, ))= n(Cosh(1, )P P (Cosh(l, )-P Pir (CosA(, ) 


Sinh(1,) 


n=1,+00 


Sinh(1, (Sinh? (1, )+ Sin°(6)}r (0) 


p sindy MST JESO a co) aE) 


P,(Cos(8)) 
| 


= fé FC Be fao Sin(0) 


P,(Cos(@)) 
| 


Sinh(l, )/Cosh’(1,)- Cos*(0)f (0) 


MA pa Pont) 


P, (Cosh (4, )) 
B, = fa Cosh t, )-2 1 FEP, 
1 pfo) CU D n Faute ] 


B, = | d0 Sin(6) 


Lorsque le problème est inhomogène de Dirichlet: a=0, 6=1, on retrouve l'expression classique : 


B, = fa fG)P,() 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Lorsque le rer " AOMaQenE de Neumann : 8=0 , il vient : 


B, = Sinh nié VCosh° h, )- 2° f(z) 
+ re 
COS P,(CosA(! D) Di 
n n 


Si par exemple la fonction limite est un flux constant : 


B, = Constante quelconque B, = Sinil, aoa ZA j! fè ACosh i )- 2? P (z ) 
os 
s| cost g) : P, (Cosh (, ) k 
fa JCosr? (i, )- 27 P,a (z) =0> B,, = Sinh,) | fa Poz (z) Cosh’ (l, Je z’ #0 
` 1 


can, et) 


Alors on peut utiliser les intégrales suivantes pour exprimer la solution : 


: rfa +/+ ) á 
Posons m= Cosh(1,) B,,(z)= 22, 2 i 
1=0 P(21 +1) (2n — 21 + D: -n+ 3 


r(n+1+ ;) 

+1 n pN 

sier (Nm — 2 = 2” : 2m La o) 
-1 


0 P(2 +1) (2n -21+ Dre -n+ 3 2 


D 2? P 


1 
gein 


+1 No 

y 2 1 1 1 
[az m -z2 =m” f dx x” N1- x’ a z|- TRES =] 
=i 1 


No 


avec Lam EF, {- S L) 


1 
Fes 


No 
Remarque f dx x” N1- x? = 
1 


No 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Avec une condition de Robin à la frontière du domaine, on est amené à calculer des intégrales du 
type : 

D Z 
Posons = Cosh(1,) c= Pa X=— 


(2) pi 
2 no 2 
D. ph gi 


Ja i È = ja =) —— = P, mx) 
n 0 
+ Dr h- zy C Tsis 


1 Cibiyar 7 Ci 


z 

=j 
Ara N 

a 

+ 

~x 

+ 


I 


Comme _P,,(n,x)=2? 
1=0 1 
(21 +1) (2n — 21+ D(? -n+ 3 


1 ns 
2?” ` r(n+1+5) n 2+21 P M x” 1- x’ 
i Ne, 
CT(21+1)7(2n—21+ (1 n+ 3 i I+cvi-x 


l 
Q 
+ 
l% 
N 
i 
0 
LUS 
N 
N 
D 
3 
Pea S 
N 
N 
| 
Al= 
T 


2 
pL Appen ( -11+ Fa eS 5 } 
eu ee 2 22 
Remarque f dx x 


2 1421 21+ 1 — €? 2 
Ki 1+cVv1- x No ( + X c°) 1 F ERRE z _]+c 
2° 2° mc) 


No 


2 
„F des = = nl-1+c 
| m (1-c°) k 211 
Lim - =1-— 
a c Na 2l+3 
ya 
e 21 1-x° 2 1 3 1 
> Lim | dxx = — Ze À ET D me 
AR 1+cvi-x? n” (21+1) 2 2’ 
No 
1 
+1 À 1 x rfnsiss) 2 
> fdz — Vo p (jeng Jhe) 
4 C+D h -z C 1= 2171+11- c ) 


0 T(21 +1 (2n -21+ Dr: -n+ 5) ( 


2 


2 
1(n,;c)= AppellF, chili : ns z2 „F Ts = —1+0c° 
2 2 Die 2 2) 


Sm e 2 n-e 
Ici AppellF (a,b,,b,;c;x;y)= S S C(a+m+n)T(b+m)T(b,+n) Tle) x" y" 


220 420 T(a) T(b,) T(b,) Ifc+m+n)m! n! 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Homogénéisation de l'équation de poisson pour un système de coordonnées orthogonales de 
révolution 


On exprime une solution particulière de l'équation de Poisson avec un terme source constant, dans 
le cas d'un système de coordonnées orthogonale de révolution (autour de l'axe z). Alors la 
coordonnées z ne dépend pas de l'angle azimutal @, tout comme le rayon p : 


Intérieur Poisson AT, (a,B,9)=Q Tila,B,9)=T,(a,8) 
Extérieur Laplace A^ T..(a,B,p)=0 T (a, B, p)= T (a, p) 


ð ð 
PaE BoA), =Tal Bha The) = ÈT) 


2 2 2 
DE Ne 


ôx’ ôy? Oz’ yla, b.p) pla,ß) 


Dans ce cas, il existe toujours une solution particulière de l'équation de poisson que l'on eut 
utiliser pour homogénéiser cette équation en une équation de Laplace. La forme de la solution 
particulière est la suivante : 


Ent 2 


=Q,=44=0, = À= 25r (x,y,z)= Le +y?) 


a=ao $ 


T pan part 


Si l'on retranche de la solution intérieure cette solution particulière, alors le problème aux limites 
devient de Laplace et si à l'origine le problème ne dépend pas de l'angle azimutal, la résolution du 
problème devient classique. 


Dans l'exemple de la sphère, nous n'avons pas utilisé cette solution particulière puisque le 
problème est également indépendant de l'angle 0 et donc possède une symétrie supplémentaire 
quelque soit l'orientation de l'axe de révolution. L'homogénéisation peut se faire alors à partir d'une 
autre solution particulière de l'équation tout aussi évidente : 

T a (x, y,z)= Al +y + z?) 


part 


Tn =Q > 64=0, > ÀA= Br (x, y,z)= Le +y 2 4z?) 


part 


Histoire de généraliser à bon ae en supposant un système de coordonnées orthogonales à n 
dimensions dépendant uniquement du rayon multidimensionnel, alors la solution particulière de 
a i de Poisson est la suivante : 


J= Axe =0, = 2n4=0Q, > A= Der. (x,y,z 2. 


Liari part 


T 
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Exemple gravitationnel: problème intérieur et extérieur Poisson/Dirichlet, champ gravitationnel 
interne et externe à un sphéroïde allongé, homogénéisation de l'équation de poisson 

On applique la solution particulière pour homogénéiser l'équation de Poisson intérieure : 

Tab YZ z}= d a (a + Yy 2) Q = —4xp Tin (x,y,z) = pl + y?) 

x = cSinh(n dan y = cSinh{n)Sin(8)Sin(g) z = cCosh(n)Cos(9) 

x + y? = Sinh’ (n)Sin (8) 

Les solutions intérieures et extérieures sont I comme suit : 


T (0,9) = -7pc Sinh’ (n)Sin’ ( Ža, P (Cosh(n))P,(Cos(3)) 
S Ta(n,9)= -rp*Sinh? (r)i — Cos? (9))+ $ 4,2, (Cosh(n))P.(Cos(9)) 
n=0 


Or A NE dis 


3 3 
= T(n.8)=-Sape Sin (XP (Cos(8)- P. (Cos(9 +34 P (Cosh(n))P,(Cos(3)) 
T.«(0:8)= È 8,0, (Cosh(n )r, (Cos(2) 
AC PC) CT DCE D 
EL bre EL Le rec Er 
> S T9) T, (1.9) 
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Le respect des équations de continuité conduit au système linéaire d'équations: 


- Ž ape” Sinh? (n XP (Cos(9))- P. (Cos(9 Žar Cosh(n, P (Cos(9) S Q,(Cosh(m ))P.(Cos(9)) 


n= n=0 


-— £ apc 2Sinh(n)Coshln XR; (Cos(9))- P,(Cos(9)))+ Sinh(n CEE (Cosh(n)}P,(Cos(9)) = 


= Sinh(n)Ÿ B,0,"(Cosh(n)}P.(Cos(8) 


n=0 


= : ape” Cosh(n XP,(Cos(9))- P,(Cos(9)))+ Dr, '(Cosh(n))P,(Cos(9))= > 20, '(Cosh(n))P,'(Cos(9)) 
4- = ape’Sinh? (n) = B,Q,(Cosh(n, )) 
A P(Cosh(n,))+ £ pe Sin (n) = B,Q,(Coshfn,)) 
3 pe Cosh(m) = B,Q,'(Cosh(n,)) 


A,P, (CosA(n ) d $ pe Coshi( ) = B,Q, (CosA(n, ) 
Vn#0,2 A4,P(Cosh(n))= B,0,(Cosh(m)) 4,1, (Cosh(n))= 8,0, (Cosh(n.))= 4, = B, =0 
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Les développements du système linéaire d'équations donnent les calculs suivants (intervention du 
Wronskien des fonctions de Legendre P et Q : 


Wronskien W(P, (x } Q, (x ) scorn) — +, (Cos h(n, )o, '(Cos hím ) =, '(Cosh(m )o, (Cos h(n, ) 


1 
= P, (Cosh JO, (Coshtn)) = P, (Cosh(n DO, (Coshbn)) = a Sat 


P(Cosh(n, )o, (CosA(n, ) = uen > Q,'(Cosh(m ) = A = P,(Cosh(n, ) =1 
B, =- a | ps) ) À, = BQ, (Cosh(n ) + = pe Sinh? (ns) 
4 A p Cha a(o CD) 2 ne (n, N1- 2Coshlo)0; (Cosh )) 


>B, = $ npe’Sink (h )Cosh(n,) 


B,0, (Cosh(n, ) z = npe’Sink? (m) 
P,(Cosh(n,)) 


2 . 
AP, (CosA(n, ))+ 37e Sinh? (mn) = B,Q, (Cosh, )) >4= 


2 : 
B,Q, (Cosh(m, )) — 3 7pc Sinh (m) 


4 
P,'(Cosh(n, + pc Cosh(n,) = B,Q, ‘(CosA(m, ) 


P,(Cosh{n)) 3 
zo LEO (cost D 8:0, (Cosh) = Frpe Sin (n, cor 0) 
: er A > (Cosh(n,)Q.'(CosA(n,))- Q,(Cosh(n ))P,'(Coshln,)))= 
= $ npc Coshln)= Z ape int) CPE) 
ae CAE D (e R e BL) 


2 

>B, = mee Sink (m XSinn (no )P,'(Cosh(n, )- Cosh(n, LP, (Cosh(n, )) 
Or P'(x)=3x 2P(x)=3x -1 

= B, = £ pe Sin (h Y3 Sinh? (n, )Cosh(m,)- Cosh(n, K(i + Sinh°(n,)}-1) 


B,0:(Cosh(n,)- * roc Sinh? (n) 
P(Cosh(n.) 


> B, = -$ ape’ Sinh? (n )Cosh(m, ) Á = 


À, = Sd 0e + 2Cosh(n, )o, (CosA(ns ) 
3 P,(Cosh(n,)) 
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La solution extérieur s'écrit fort simplement : 


B, = 370 Sit )Cosh(r) | : 
à T..(n,9)= z 7Pc Sinh? (ne JCosh(n, Q,(Cosh(n))- Q,(Cosk(n)}P (Cos(3))) 
B, =- 37e Sinh? (ne R 


Et la solution intérieure s'écrit également : 
2 ; 
À = 3 npc’ Sinh? (n, Xi + 2Cosh(n, Jo, (Cosh (m )) 


HT 2 roc Sinh? (m)! + 2Cosh(n, )Q,(Cosh(n, )) 


PCosh(n.) 
; Sinh? (m Xl + 2Cosh(n, JO; (Cosh(n, ) = Sinh°(n XI -P, (Cos(3))) = 
S Tln) = FA sint (Y1 + 2Coshla)0; (Cash ËE p (cos(a) 


N =N > Lin (n, 9)= z $ apeSink? (m JCosh(n, Xo, (CosA(n, )- Q, (Cosh(n, )r (Cos(3))} 


Condition de continuité respectée 
En terme de fonctions élémentaire, il vient pour le potentiel extérieur : 


ole)= reZ] aero) oe (67-6) zec 


1 1 1 


Cosh(n)+1 E 
Cosh(ņ)-1 sin (2) 
2 


olee Loef Conte 3 A Lo[ Coramnf 2) 


2 Cosh(n)-1 


2 


Q, (Cosh(n)) = ACCUS Jog Conf] z 0) P,(Cos(9))= 3Cos*(9)-1 
Tu (n,9)= pe Sinh” (n )Cosh(n XQ,(Cosh(n))- Q,(CosA(n)}?.(Cos(9)) 
= rpc°Sinh?(n, DEP C0), ; (scoest) -i)ros{ Coran? )) 2 3Cosn(n) ]BCs (8) 2 ) 
Cosh(n)3Cos(9Ÿ -1)+ 
RU $ Log[ Coram 2) ($ 2 ze +3Sinh° (n)\2 - D 0) 


Cosh{n Y8Cos(9) = 1)+ 


2020) OO) 


T. (n,9)= zp’ Sinh? (n, )Cosh(n, ) 
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D'autre part si l'on considère un sphéroïde allongé de semi-axes respectif a et b, avec a> b, la 


surface n—n0, décrit une ellipse sur n'importe quel plan o—Cste, de grand axe a (le long de l'axe z) 
et de petit axe b. On a 


z=a=cCosh{n,) p=/x +7" =b=cSinh{n,)= c = Va? -b = Cosh{n,)= 2 Sinh(n,)= 
c 


a JS 


La solution extérieure s'écrit donc avec les grands et petits axes du sphéroîde : 
Cosh(n3Cos(9} = 1)+ 


2 


Tr) re + Log corani Z Jj 2(Sin?(9)- Sinh? (7))+ 3Sinh?(n)Sin? (9) 


Cosh(n XGCos(9) -1)+ 


2 


Tex (n 9)=7 Pen. + cf Sinh°(n )+ 3Sinh° (n)Sin°(8)) 


Exemple d'électrostatique : problème intérieur de Dirichlet, potentiel à l'intérieur d'un sphéroïde 
allongé conducteur parfait placé au potentiel 0, avec une charge Q0 placé en son centre 


Le potentiel crée par une charge QO placé au centre d'un sphéroïde allongé est le suivant : 
x = cSinh(n)Sin(9)Cos(o) y = cSinh{n)Sin(8)Sin(g) z= cCosh(n)Cos(9) 
p= 4x" +y =cSinh(n)Sin(S) en posant u= Cos(9) v=Cosh(n) 


D z=cvu p=c\v -1/1-y° 


Q, Qs = 
FU LE J2? +y +z aua }Sin?(9)+ Cosh(n) Cos? (8) 
Ma o, l a 
Tir.) cy Sinh? (ni — Cos? (9))+ Cosh(n) Cos’ (8) cy Sinh?’ (n)+ Cos’ (9) 
raS) 109) r a t D CHR (Cos(9) 
T3), =0= TI), =- 2i = f,(Cos(9) 


LL cSinh? (no )+ Cos°(9) 
La solution générale du problème aux limites de Dirichlet étant la suivante : 


E S SARE (2m+1) P,(Cosh(n)) 
z = Cos (0) Bla Jo(2) B, = Ja AO P,() T0) = À 2 24 Pa - P Cosa J CO 
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Il vient : 
Q | l 20, 
= Cos(0) B, = d = 
SEA c j g Sinh?’ (n,)+ z° c fa T (m )+ 
ja Q, P P,(z) -iy si m impair 
G S Sinh°(n,)+ z B,,sim=2n pair 
: í Pala) 20, 
De plus on sait que | dz =2P,(00,,(Cosh(m))= B,, =-= P, (0)Q,, (Cosh(m)) 
À Sinh?’ (n, )+ z° c 
2 (4n +1) P,, (Cosh) 
=> T, (7,0) ai 2: Ban 2 P,,(Cosh(n,)) P,, (Cos(0)) 
Qs Qs Q,,(Cosh(m)) 
T(n,9)= 4n +1)P,,(0 P,,(Cosh(n)) P,,(Cos(0 
= T(n,0) D EP EPST EN RE D O P (Coshir o) 2 CrO PaCo) 
Q, 1 Q., (Cosh(n)) 
T(n,9)= 4n +1)P,,(0 P,,(Cosh(n)) P,,(Cos(0 
FA rt 2 En OR Coship) 7 CO Ps (COS( ) 
: a (2n) 
Comme P,,(0) = (- 1) J (al? 
Q, 1 „n (2n) Q,,(Cosh(n,)) 
T(n,9)= 1 4n +1)=2 07 P, (Cosh(n)) P,,(Cos( 
A es (n)+ Cos’ (9) 2. PCI VB (Cosham) NRA Ne 


De plus c=4a°-b? a,b grand et petit axe du sphéroïde 
Sur l'axe z, le profil est le suivant : 
zel-c, c> Cos(0)=+1 Cos’(0)=1 Sin(0)=0—>x=y=0 n20 


P €D =1>T(N,9)= af toa +2 (Cosk@)) p (Cash) | 


Cosh(n) niie  2”(n) P.,(Cosh(n)) 
zel-c,cl=n-0 Cos(0)e€[-1,1] 


Q, l n (2n) Q», (Cosh )) 
oraa A a B I r O R ECO 
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Exemple d'électrostatique : problème extérieur de Dirichlet, potentiel à l'extérieur d'un 
sphéroïde allongé conducteur parfait placé au potentiel 0, avec une charge Q0 placé sur l'axe z 


Pour la résolution de ce problème, on va utiliser la formule d'inverse des distances données par 
Heine en utilisant les coordonnées ų et v : 


x = cSinh(n)Sin(9)Cos(o) y = cSinh{n)Sin(8)Sin(g) z= cCosh(n)Cos(9) 
p= 4x +y = cSinh(n)}Sin(9)= z=cvu p=cdv-1/1- y? 
u=Cos(8) v=Cosh(n) 
u'=Cos(9') v'=Cosh(n') 


Distance entre les deux points (u,v) (u',v') 


Deux points | dans un même plan azimutal 


C 


Gex +59 + (5-2 


1 
JCosh?(n)+ Cosh? (n')- Sin? (9)- Sin? (8')- 2Cosh(n )Coshln')Cos(9)Cos(8')- 2Sinh(n)Sinh(n')Sin(9)Sin(3') 
1 
Ji? + u’-2+v° + v'?2vv'uu'-2\v? = Iyv°?-1\1 - u’ \1 - u’? 


Le 


2 (En + 1)Q,(Cosh(n))P,(Cosh(n'))P,(Cos(9))P,(Cos(9'))  n'<n 


n=0 


Le] 


$ Cr +1)P,(Cosk(n))Q,(Cosh(n')}P,(Cos(9))7,(Cos(9) n <n' 


n=0 


Lee] 


Ron +1)0, v PVP (u)P. (uw)  n'<n 


2 


D Cr+1)P(V)0,(')P,(u)P(u)  n<n' 


n=0 
Si le point (u' ,v') est sur l'axe z, il vient : 
9'= 7 = u'=Cos(9')=-1 Sin(9')= 0 
1 E 1 
J -1+v? +v”+2vv'u JCosh?(ņ)+ Cosh’ (n')- Sin’ (9)+ 2Cosh(n)Cosh(n')Cos(9") 
2,1)" (2n +1)0,(Coshln))P,(Cosh(n'))P,(Cos(9))  n'<n 


n=0 


2 


X(-1)" (27 +1)P, (Cosh(n))Q, (Cosk(r')P,(Cos(9)  n<n' 


n=0 
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Le potentiel crée par une charge QO placé sur l'axe z à une distance donnée d'un sphéroïde allongé 
est le suivant : 

x = cSinh(n)Sin(9)Cos(p) y = cSinh{n)Sin(9)Sin(p) z= cCosh(n)Cos(9) 

p= 4x? +y =cSinh(n)Sin(9) en posant u= Cos(9) v = Cosh(n) 


D z=cvu p=c\v -1J1-u° 


Charge placée à u=-1 v=v, —z,=-cv, = cCosh(n,) p=0 


2 Q, Z Q, 
T,(n,9) m + y? + (z — z} c-fSinh?(n)Sin?(9)+ (Cosh(n)Cos(9)+ Coshln, )} 
>T,(n,9)= 2 
c-J(Cosh?(n)- 1)Sin?(9)+ Cosh(n) Cos’ (9)+ Cosh?(n, )+ 2Cosh(n JCos(9)CosA(n,) 
z Q, 
c |Cosh’(n)+ Cosh’ (n, )- Sin’ (9)+ 2Cosh(n ST 
o $C 17 (2n +1)Q,(Cosh(n) JP (Cosh( DA Cos(g N, < 
A ne 1)" (2n +1)P,(Cosh(n) )o, (CosA(n, DA Cos(3 n<n, 
T(n,9)=7,(1,9)+T. (7,9) 
TA, I) n =0= T) an =-T, (7.9), = f(Cos(3) 


> f,(Cos(8) = -a541 1)" (2n +1)P,(Coshlm JO, (Coshln, )P.(Cos(9) m <n, 


n=0 


La solution Ts s'écrit alors suivant la distance au point de l'axe z : 


z aA L (2m +1) Q,(CosA(n)) 
z=Cos(0) B, = | dz f,(2) P„(z) rG.0)= X B, a a) P,(Cos(@)) 
+ 


= EC) Cn +1)P(Cosh(n)Q,(Coshn, )P.(Cos(9) mn <n 


n=0 


B, = Je Re P,(e)= (1) (om + Den P,(Coshn, JO, (Coshfn,) m <n 


B, = fé A P,()=- (02, (Costa )O, (Coshln,) <n 


P (Cosh Cosh 
T0) = S (-1)"(m+1) À “a ot y Ca) o (Cosin) P, Cosy <n 
m=0,+00 m 0 .Et 


Par conséquent le potentiel total est le suivant : 


S(- 1)" (2m +1)P,(Cos(0)Q, (Cosh(n ofz Cosh(n, )) P,(CosA(m) Q, (Coshln, D) nr 
T(n,0)= #0" Q,„(Cosh(n,)) 
26 1)" (2m+1)P,(Cos(0)Q, (Cosh (7, fr. Cosh(n je eah Q,„(Cosh(ņ)) | M << 
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Exemple d'électrostatique : problème intérieur de Dirichlet, potentiel à l'intérieur d'un sphéroïde 
allongé conducteur parfait placé au potentiel 0, avec une charge QO placé sur l'axe z en dehors 
des foyers du sphéroïde allongé par convention en valeur [zq|] >c 


Pour la résolution de ce problème, on va utiliser la formule précédente d'inverse des distances, si le 
point (u' ,v') est sur l'axe z en dehors des foyers soit z < -c, il vient : 
9'= 7 > u'=Cos(9')=-1 Sin(9')= 0 
1 E 1 
Ju -1+v?+v?+2vv'u Cosh? (n)+ Cosh?(n')- Sin? (9)+ 2Cosh(n)Cosh(n')Cos(9') 


S1)" (2n + 1)0, (Cosk(n))P (Cosh(r)}P(Cos(9)  m'<n 


— n=0 

2 (1) (2n + 1)P,(Cosh(n))Q,(Cosh(n'))P,(Cos(9))  n<n' 

n=0 
Le potentiel crée par une charge QO placé sur l'axe z à une distance donnée à l'intérieur d'un 
sphéroïde allongé est le suivant : 


Qs 
is c|Cosh’(n)+ Cosh°{n,)- Sin? (9)+ 2Cosh(n)Cos(9)Cosh(n,) 


o, ZOD n+ DO, (Cosah e, (Coin, P (Cost) m, < 


C co 


(-1)'(2n+1)P (Cos(n))Q,(Cos(n, )P.(Cos(9)  n<n, 


0 


TU.9)=T{,9)+ 7.3) (1.5) 


=0=T.(n,9),., = -T,(n.8), „ = Jo(Cos(8) 


meng 


=> f,(Cos(9) = -2501 1)" (2n +1)0,(Cosh(n,))P,(Coshln, )P.(Cos(9) n, <m 


n= 


La solution Ts s'écrit alors suivant la distance au point de l'axe z : 


E E 1 F (2m + 1) P, (Cosh(n)) 
2=Cos@) 8, = fe RO PE) LEO LE EE (Coshlm) 


fe) = -2&5 S17 2n +1)0, (CosA(n,))P.(CosA(n, )P (Cos(9) 


n=0 


P,(Cos(0)) 


2 
(2m +1) 


B, = fa hE) P,(e)= -&(- 1)" (2m +1) Q,(Cosh(m)}P, (Cosh(n,) 


A fé RE) P(e)=-(- 1)" Q, (Cosh(n,)}?, (CosA(n,)) 


0 m „Cosh 
T.(n,0)= ao. (-1)" (2m +1)P, (cos, JC P,(Cosh(n)) P, (Cos(0)) 


Et par conséquent le potentiel total est le suivant : 


Ÿ(-1)" (mr + 1P, (Cosh(n, }P.(Cos( ofo, (Cosh(n)) Ces D (Cash) oise 


Lo m=0 Py (CosA(m ) 


© [ÈD Cm + Dr (cosHn)r.(Ges(o)f 9. (Cosh, ))- P. (Cosh, EC) men, en 


i P, (Cosh(n, )) 


T(n, den 
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Exemple d'électrostatique : problème intérieur de Dirichlet, potentiel à l'intérieur d'un sphéroïde 
allongé conducteur parfait placé au potentiel 0, avec une charge Q0 placé sur l'axe z à l'intérieur 
des foyers du sphéroïde allongé par convention en valeur [zq|] <c 


Pour la résolution de ce problème, on va utiliser la formule précédente d'inverse des distances, si le 
point (u' ,v') est sur l'axe z à l'intérieur des foyers soit |z'|< c, il vient : 
n'=0= Cosh(n'}=1 Sinh(n')}= 0 

1 o 

= » (2n+1 P P ' 

er Once A E AEE 
Le potentiel crée par une charge QO placé sur l'axe z à une distance donnée à l'intérieur d'un 
sphéroïde allongé est le suivant : 


9 Q, 
T,(n3) c |Cosh’(n)+1- Sin? (9)- Sin? (9, )- 2Cosh(n)Cos(9)Cos(9, ) 


= LS (2n +10, (Cash) (Cos(8)(Cos(s, ) 


n=0 


no) En TnI) n =0=T.{n.9),. 


= fy(Cos(9)) =- Y (an + 1)0,(Coshbn))P, (Cos(9))P, (Cos(s, ) 


n=0 
La solution Ts s'écrit alors suivant la distance au point de l'axe z : 


i E (2m+1) P,(Cosh(n)) 
rE C BE LO EC ECS DES a) 


m=0,+00 


P,(Cos(0)) 


RE) =- Cn + 1)0,(Cosh(m ))P.(2)P.(Cos(8,)) 


n=0 
2 
(2m +1) 


B, = Je AP (2m +1) Q, (Cosh P, (Cos(9,)) 


B, = | dz h) P,(e)=- 2, Q, (Cosh(n,))P, (Cos(3, ) 


Q Q, (Cosh(n,))P, (Cos(9,) 
T.(1,0)=-% DC ACC) P,(Cos(8))P, (Cosh(n)) 


Et par conséquent le potentiel total est le suivant : 


| S (2m+1)P 10 0200 PCT) 2, (Coshln)) p (Cosh(n )) 


re P,(Co ) 


m 


On peut également écrire : 
1 
T = À [Cosh (n)+1- Sin? (9)- Sin? (9, )- 2Cosh(n)Cos(9)Cos(s,) 


= I, (m+ 1)P, (Cos(9)P, (oslo, ) 2Co) 2,(Cosh(n) p (cosA(p)) 


Pere P,(Cosh(n o)) 
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Lorsque la charge est placée au centre, on retrouve la solution précédente : 
T 


Charge au centre 4, = 5 
Q, + GS Q,„(Cosh( a) os 
r (1.0) = a| TET A ne D Coo) 0 Eea p sr) 


P,(0)=0 si m=2n+1 


= T6) = af F, (an DP, (0) COSR) » (costa) PAG) 


VSinh°(n )+ Cos? (9) n=0,+0 P, (CosA(n 


Exemple d'équation de la chaleur régime stationnaire en présence d'une source interne de 
chaleur également répartie dans un sphéroïde allongé dont la surface est fixé à la température 
0 : problème intérieur de l'équation de Poisson 


On applique la solution particulière pour homogénéiser l'équation de Poisson intérieure : 
AT(x, y,z) = —Q, 
T ( _Q at à 2 EE 2 

Sin x, y,z)= x+y?) x+y = Sink (n)Sin’(9) 


x = cSinh(n ve y = cSinh(n)Sin(9)Sin(p) z = cCosh(n)Cos(9) 
Petit axe b=cSinh(n,) Grand axe a=cCosh(n,) 


La solution intérieure est OS comme suit : 


T(n,9)= -2 sink? (n }Sin°( 54 P(Cosh(n))P,(Cos(3)) 
= T(n,9)= on — Cos’( 9))+ +24, P,(Cosh(n))P,(Cos(3)) 
Or na 


= T(n,9)= -Qt Sin (XR, (Cos(9))- P,(Cos(9 )+S AP (Cosh(n)}P,(Cos(9)) 


n=0 
T(n,9),., = 0> -Qe c? Sinh? (n XR (Cos(9))- P. P,(Cos(9 SAP (Cosh(m, ))P,(Cos(9)) 
n=0 


A = SteSinh? (mn) 
= 1 
A,=0 
P,(Cosh(n,)) 


r9)=- 2 e(z CB) (a) Sint? nr) sinte tn, ) CD (cs) 


P,(Cosh(n,) 


T(n.5)- Suis saii- [sn Sin) CMD acosta) 


4 = -2r sinn (m,) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exprimé à l'aide des fonctions élémentaire et des paramètres grand axe a et petit b du sphéroïde, il 
vient : 


P,(Cos(3)) = 7 BCos*(9)- 1) P(Cos(9))=1 a=cCosh(n,) b=cSinh(n,) 


2 2 2 
P(Cosh(n))= = (8Cosh{n)-1) P(Coshn = Sin) à à 


T(n,9)= -Q e sn r, > (sm A į (3Cosh°(n)- Dec (9) ) 


a” = c 
2 2 
T(n,9)= D fast )Sin°(9)- 2 r2 (GCosh2(n)-1)3Cos°(8)- ) 


2 2 
3a° —c 


2 2 
=> T(n,9)= G -t f ssim? (nn (9) r = A z (3Cosh°(7)-18Cos°(9)- ) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemples divers sur des cônes sphéroïdaux ou des sections coniques sphéroïdales allongés plein 


ou creux (domaines bordés par des hyperboloïdes à deux nappes, tronqués), soumis à des 
conditions aux limites homogènes angulaires et inhomogènes radiales 


Exemple : "Cône" sphéroïdal allongé plein d'angle @,, en coordonnées sphéroïdales (n,8) soumis à 
des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes en n=l, et Dirichlet homogènes en 0-6, 


Soit le problème : 
AT(r,0)=0 T(r,0) fini 
T, O), = f(Cos(8)) 
T, O) oo, =0 


A noter que le domaine n'est pas un cône en réalité, mais l'intersection entre la nappe supérieure 
de l'hyperboloïde 0=0vet du sphéroïde allongé n=l, comme suit: 


2 2 2 
rn ; x y Z 
L, = Cste = Sphéroide allongé + + =] 
n á SS PSinh (l) aSinh(,) a’Cosh (l) 
x y” z? 
0, = Cste = Hyperboloïde à deux nappes 


a Sin (0) a Sin (0,) a Cos (@,) i 
La solution doit comporter les mêmes contraintes que pour les solutions sur le sphéroïde allongée, 
à savoir : 
T(ņ,0) fini 
T(n,0) fonction paire en 0 soit T(n,-0)=T(n,0) 


T(n,0) ne comporte aucune singularité en 0 = 0, continue et dérivable 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


ah .…_ …  T(7,0),, =0 ss : 
Pour respecter la condition aux limites 1 l-o, , on est amené à rechercher une extension 


des polynômes de Legendre de degré entier à des fonctions de Legendre de degré non entier Àn 
P,(Cos(0)) > P, (Cos(0)) À, tą P,(Cos(6,))=0 


Exemple si l'on prend la valeur 0, =7x/2 


si l'on prend l'angle b =7/ 3 alors les 20 premières valeurs propres Àn = 
1.77729,4.76278,7.75826,10.7561,13.7548,16.754,19.7534,22.753,25.7526,28.7524,31.7521,34. 
752,37.7518,40.7517,43.7516,46.7515,49.7514,52.7513,55.7512,58.7512 


si l'on prend l'angle 0 FRE alors les 20 premières valeurs propres À, = 4.85051, 11.7962, 


18.7798, 25.7719, 32.7673, 39.7643, 46.7622, 53.7606, 60.7594, 67.7585, 74.7577, 81.757, 
88.7565, 95.756, 102.756, 109.755, 116.755, 123.755, 130.754, 137.754 


, alors on retrouve les valeurs propres À, =2n+1, 


si l'on prend l'angle oO? alors les 20 premières valeurs propres Àn = 0.802557, 2.55757, 
4.30927, 6.06011, 7.8106, 9.56093, 11.3112, 13.0613, 14.8115, 16.5616, 18.3117, 20.0617, 
21.8118, 23.5618, 25.3119, 27.0619, 28.812, 30.562, 32.312, 34.062 


En respectant la contrainte de finitude et par principe de superposition on recherche la solution 
sous la forme d'une série : 
T(n,0)= J, B,P, (Cosh(n)}P, (Cos(O)) 


n#0,+00 


La prise en compte de la condition aux limites inhomogènes en n=l, donne : 
% 

B, = fas Sin(0) f,(Cos(@)) P, (Cos(0)) < z = Cos(0) on pose u, = Cos(6,) 
0 


Cos (09 ) 


- [&L@P,G 5 (for Jle DE = AA ATA zÝ 


Cos(@,) Cos(8,) Lo 
B P, (Cosh(n)) 
A, tq P, ()=0  T(n,0)= D —1— P, (Cos(0)) 


2 
n#0,+00 |P, (z) P, (Cosh(l, )) 
En utilisant les résultats de calculs similaires pour le cas des coordonnées sphériques, on peut 
expliciter cette solution sur le cône sphéroïdal comme suit : 


= Cos(6,) B, _ f& f@P,() 


Ho 


(24,+1) p P (Cosh) 
oP, (uo) ” P, (Cosh(l,)) 
62, 


T(n.0)= >, 
os ,P, à (to) 


P pA (Cos (0 )) 


Lorsque fa(9)=1 alors : 


} 
Ho = Cos(0,) À, tq P, (u)= 0 B, E fa P (z 
Ho 
P, (to) P, a(to) P, (Cosh(m)) 
Toye a,-1 Ho ano) 4a, P. (Cosl0 
FENA À. TATI P, (Cosh(l,)) aA) 
A où P, (4 o) e 


| esters o _ PU) P, (to) 


22, +1 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


D'autre part : 
À Ps (uo)+ (4, + 1)P, (0) 
(21, + 14 


P, (m)= 0 A Piali) = (4, +1)P, a(o) Pi = 


(22, + 1)P, a (4) -e (22, F 1)P, (40) 
À (4, +1) 


n 


Formule de récurrence P, (u,)= 


(2, + 1)P, (40) 
À 


n 


> P, (to) Pia) 


5 (24,+1) 2, (Cosh(n)) 
CP, (uo) P, (Cosh(L,)) 
M Ds n n 


T(n,0) = 


P, (Cos(0)) 2, tq P, (u)=0 
n#0,+00 2,0 


Au passage on retient de cette solution, la décomposition de l'unité : 


roo), ste Z — CP, Cole) A, 14 P, (u)=0 


P 
Là À, (a, + 1) - k 2 
ôA, 


Exemple : Cône sphéroïdal allongé plein d'angle Ÿ,, en coordonnées sphéroïdales (ņn,9) soumis à 
des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes en n=l, et Neumann homogènes en ÿ=0; 


Soit le problème : 
AT(ņn,80)=0 T(n,0) fini 


TNO), = fo(Cos(0)) 
TNO), =0 


La solution doit comporter les mêmes contraintes que pour les solutions sur le sphèroïde, à savoir 

T(7,0) fini 

T(n,0) fonction paire en 0 soit T(n,-0)=T(n,0) 

T(u,0) ne comporte aucune singularité en 0 = 0, continue et dérivable 

Pour respecter la condition aux limites , Yoa J p on est amené à rechercher une extension 
des polynômes de Legendre de degré entier à des fonctions de Legendre de degré non entier Àn 


PCO = (Costo) ce qui donne la condition suivante pour établir les valeurs propres du 


problème de Sturm-Liouville. 
dP. CP. 
L = Cos(6,) ; © = 0 2, @) "E i (zP, (z)- P (2)) VA,>0eRouN 
Z 


Oz z°— 
Z=Ho 


À 
= z (MP, U) -P,a Gn))= 0 


0 


> À, =0 ou uP, (Ho) P, (4o) = 0 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple si l'on prend la valeur 0 = 7/2 
si l'on prend l'angle % = 7/3, alors les 21 premières valeurs propres À, = 0, 3.19569, 6.21953, 


9.22885, 12.2338, 15.2369, 18.239, 21.2405, 24.2416, 27.2426, 30.2433, 33.2439, 36.2444, 
39.2448, 42.2452, 45.2455, 48.2458, 51.246, 54.2462, 57.2464, 60.2466 


si l'on prend l'angle Oo A alors les 20 premières valeurs propres À, = 0, 8.05252, 15.14, 
22.1738, 29.1917, 36.2028, 43.2104, 50.2158, 57.22, 64.2232, 71.2258, 78.228, 85.2298, 
92.2313, 99.2326, 106.234, 113.235, 120.236, 127.236, 134.237, 141.238 


, alors on retrouve les valeurs propres Àn =2n n20, 


En respectant la contrainte de finitude et par principe de superposition on recherche la solution 
sous la forme d'une série : 


T(r,0)= J, B,P, (Cosh(n)}?, (Cos(8)) 


n+0, +% 

La prise en compte de la condition aux limites inhomogènes en r=l, donne, en incluant la valeur 
propre 0: 
Fonctions propres P,(z)=1 P,(:) 
z= Cos(0) Ll = Cos (0) 

1 Ho 1 2 1 ; 5 1 
B= |d fE) B,=-|d RE) P, (e)= |e hP e Pe =j, EY PEY = [&=1-4 

Ho 1 
À, tq À,=0ou HoP, (Ho) — P, (Ho) =0 
B, PF, (Cosh(n)) 


B 
T(7,0) = ——+ P, (Cos(@)) 
1- Ho À. Px e) P, (Cosh(l, )) În 


La norme des fonctions propres se calcule ainsi (voir résultats sur les coordonnées sphériques) : 


Ho Ho Ho 


|P, (| z À, ( ES =j ðP, | 
i (24, +1) 4? ôA ° aA 

La solution du problème s'écrit donc : 

L = Cos (0) 


B, = fa hE) B,= fa HOPA) 


Ho Ho 
À, tq À,=0ou HP, (Ho) — PH) = 0 
P, (Cosh 
ro) + y, A 5 AEI P, (Cos(e) 


o ia A p (p f PaE), 2P N) P, (Co) 
2, Wo PFI Ho PF] 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Lorsque fa(9)=1 alors on a : 
Ho = Cos(8,) À, tq À,=0ou HP, (to)- P, (Ho) = 0 


B,=1-u, B, Si es =h, a2) -P,a 2], = 


Ho 


up (5) a 


(P, a) P,a) 
1 
où +1 
en utilisant la forme alternative de l'intégrale indéfinie fæ P, (z)= — lP, (z)-P, .@)l 
i zE i z 


B, = fap, @= Er (z)- P, a(z 2), = ——P. (Mo) — LoP, ()]=0 


Ho 
=> T(n,0)= l-t] 
le 0 
Et l'on retrouve bien la solution triviale T(n,Ÿ)=1 


A titre d'illustration, choisissons une autre fonction limite de profil : 
f(0)=1- Heaviside(0 -6,) avec 6, € 10,6, | 
et posons u, = Cos(0,) 


B, = fæ=a- 4) B,= jer, (z)= TP, ()-P,.,(0) = [P (u)-r,.(&) 


7 2A, +1 mo è 2A,+1 
Il vient la solution P l 
Ho = Cos(0,) 4, = Cos(0,) 
À, tq À,=0ou HP, (Ho) — P (4)=0 
P — P P, (Cosh 
T(n,0) = F ES ( Jai (4) AU ) ch ( (n)) P ( os(0)) 
— Ho 


n 


n#0,+ A,-1 0 À 0 À 
| À P u = u A ? y 
În ( À OA i OÀ 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : Cône sphéroïdal allongé plein d'angle @,, en coordonnées sphéroïdales (n,0) soumis à 
des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes en n=l, et de Robin homogènes en 8o 


Soit le problème en transformant la condition aux limites en variable z=Cos(8): 
AT(n,0)=0 T(n,0) fini 


T(n,0),, = fo(Cos(0) z=Cos(0) m = Cos(0,) 
&'Ti(n,0)+BT(r,0),, =0 < aT;(n,z)+ 8 F(r,2).., 


La solution doit comporter les mêmes contraintes que pour les solutions sur la sphère, à savoir 
T(7,0) fini 

T(n,0) fonction paire en 0 soit T(n,-0)=T(n,0) 

T(n,0) ne comporte aucune singularité en 0 = 0, continue et dérivable 

On est amené à rechercher une extension des polynômes de Legendre de degré entier à des 


fonctions de Legendre de degré non entier À, T (COSU RE (COS (0) 


suivante pour établir les valeurs propres du problème de Sturm-Liouville. 


dP, (2) 0P,,(z) _ 2, 
RS Po = (2, @-P, 0) 


, ce qui donne la condition 


Lo = Cos(6,) ; a 


À 
> a 7 (mP, (1) P, ())+ 8 P, Go) =0 


0 


Exemple si l'on prend la valeur 0 =7/2;a FUP RIA, alors on trouve les 20 premières 
valeurs propres À, =1.73778, 3.85727, 5.90164, 7.92492, 9.93927, 11.949, 13.9561, 15.9614, 
17.9656, 19.9689, 21.9717, 23.974, 25.976, 27.9777, 29.9791, 31.9804, 33.9815, 35.9826, 
37.9835, 39.9843. 


si l'on prend la valeur Omar Tia =l p= , alors on trouve les 20 premières valeurs propres 
Àn =7.93878, 15.0781, 22.1311, 29.1591, 36.1765, 43.1882, 50.1968, 57.2032, 64.2083, 71.2123, 
78.2157, 85.2185, 92.2209, 99.2229, 106.225, 113.226, 120.228, 127.229, 134.23, 141.231. 


si l'on prend la valeur =5r/6;a=1/2;8 he alors on trouve les 20 premières valeurs 
propres À, =1.01732, 2.21493, 3.41202, 4.60986, 5.8083, 7.00714, 8.20625, 9.40555, 10.605, 
11.8045, 13.0041, 14.2038, 15.4035, 16.6033, 17.8031, 19.0029, 20.2027, 21.4026, 22.6025, 
23.8023. 


En général il n'est pas nécessaire d'inclure la valeur propre O dans le cas où 840, si 6=0 alors c'est 
une condition de Neumann homogène et la valeur propre nulle ne doit pas être oubliée. La prise en 
compte de la condition aux limites inhomogènes en r=l, donne donc : 

z = Cos(6) L = Cos(6,) 


B, = |e ROP, e) PLEN = fer CY 


Ho Lo 


À 
4, tq a UP, (uo) =P, a(0))+ 8 P, (io) =0 


Ho = 
P, (Cos(0)) 


i B, P, (Cosh(n)) 
POP Ar, E 2. Con) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Dans le cas particulier de notre problème le calcul des normes devient (voir section sur les 
coordonnées sphériques): 
Première forme (1) 


OP, Wo Cal 2, -1 Ho À OP, (Llo 


ann Blue a à 


À 
[e| Ca, +1) 


Deuxième forme (2) 

LP, (}]- P, (4o) £ p (u? -1)P, ( (u) sa| T. a lA, +p (u? aj) oP, e) 
7 C4, +1) a À, ðA a À, ðA 

sip =letæa =0 C.L. de Dirichlet 

=> P,, (to) = 0 

à 0 

JE +1 
sia=letB=0 C.L.de Nenian 
P -1(Ho) = HP; (Ho) 


[Pae 


CP. CP. 
>P. œ| ro W | Ca S so) 
Et la solution devient 
z=Cos(0) 4 = Cos(0,) 

B,= So ) |P, ( DE far, e 
Ho Ho 


À 
2, 14 os P, ()=0 
La 


P,,(Cosh(n)) 


B, (24, + 1) 
P, (Cosh(l,)) 


P, (Cos(0 )) 


T(n.9)= Y : D 
noae 1 (u 2 aL OP, (to) P, (n) B (u zl > -1 (4o) à À, ôP, (uo) 
PNA i la LH, + B (u à) & Hoh, + B (uo -1) ðA 
ou bien 
B, (24, +) ATERN Pa (Cos(0) 
> (Cosh(l, 
Tm,0)= }, ; 


a À, ðA a À, ðA 


- 3 (2) 
n#0,+00 P, AE (u ena (o) 3 (2e æ Lo, + B (u 1) OP, (4 )] 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Lorsque fA{Ÿ)=1, on obtient alors : 
z=Cos(0) y, = Cos(0,) 


1 
l 
B, = | dz P, @)= 77 (Ba (to) -P, a (0))= (24, +D8, =(P, Gt) 2, (0) 
Lo n 


À 
l, tq a3 (uP, )—P, aC) 8 P, (ko) = 0 


0 


P, (Cosh(n)) 


(P (4o)-— P, + (4) P, (Cosh(l, )) 


P, (Cos(8)) 


T(n,0)= (D 

À. oP, (u) B (u -1 As io) À, OP; (uo) 

À,| ~P a(o) ~ a P, Co) 3 F 2 
0A la LÀ, + B (u 1) æ HoA, + (0 -1) À 
ou bien 
P, (Cosh 
(PP, aC) E. p, (oslo) 
N > (Cosh(l,)) 

T(n.0)= © 2 

n#0,+0 BG) B (u -1)P,, (Ho), À OP, (4) @ Hd, + B (u -1) ôP, (0) 

a a À, "(a a À, on 


Etude des cas limites a=1, 6=0 (homogène Neumann) et a=0, 6=1 (homogène Dirichlet 


Pour ce qui est du passage à la limite a->0, B->1, la forme (1) donne directement la solution déjà 
énoncée précédemment : 


z=Cos(8) w=Cos(8,) B,=[d NOP, (C) |,E =[&P,() 4 4 P,G)=0 


Ho 


P, (Cosh(n)) 


ee Pa, (Cos(0) 
RS Gas), P, (Cosh) * 
FTP p Da À 8B, oP, (u) 
| á P,,-1(Ho) Eo 


Pour le passage à la limite a->1, B->0, la forme (2) donne également la solution déjà énoncée 
précédemment : 
z= Cos(0) Lo = Cos(6,) 


1 1 
B, = ja f,@P,() PE = fere 
Ho Ho 
À é 
A, ig ToP H-P, )) soit 2,50 ou mP, (to) =, (in) 
E 
Pour À, >0= terme identique cas Neumann 


Pour à, =0=>B,= |d hE) |P} =1-m 
P,, (Cosh(n)) 
By , y CA) "B, (Cosh) n (Cs(6) 


P, (to) u OP, 2) 


T 1 l; 0 EA 
În 2 OÀ 9 OÀ 


1 — Ho n+0,+%0 À 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : Cône sphéroïdal allongé creux d'angle 8, en coordonnées sphéroïdal allongée (n,6) 
soumis à des conditions aux limites de Dirichlet homogènes en n=l,1, inhomogènes en n=l,2. et de 
Robin homogènes en 8o 


Soit le problème : 

AT(r,0)=0 

T(n,0),., =0 T(r,n) fini z= Cos(@) et Lo = Cos(0,) 
TO), = fa(Cosl0) 


a' Ta(1,0)+ 8 T0), =0 a T(n,2)+BT(n.2)., =0 


Il faut tenir compte du changement de la partie radiale des solutions qui possèdent les formes 
suivantes : 


Valeur propren 
P, (Cosh Cosh 
T(n,0),., =0— partie radiale « A 0) 0, m) 
ln P, (Cosh(1,,)) Q, (Cosh(l,)) 
Valeur propre 0 


Cosh(L,. /2 Tanh(L, /2 
T(n,0)., =0— partie radiale œ Log SAC 2 Lo 95 (in 72) œ Lo ne) 
=h Sinh(n / 2) Sinh(1,, /2) Tanh(n / 2) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


En suivant la suite de calcul effectué dans l'exemple précédent, on trouve la solution suivante, 
exprimée sous deux formes : 


z=Cos(0) u,=Cos(6,) B, -f d (2), (2) JÈ DE j dz P, 
2, u4 a fur 2, ré P, (u)=0 
[z „ (Cosh(m)) Q, (Cosh(n)) 
P (Cosh(, D) Q, (Cosk(L, )) 
B (22, + T ; (Cosh(1,,)) O, certa) P, (Co s()) 
raD- F Ti (Costo) Q, (Cosh(l,)) ó 
els CP, (4) Blu? -1)P. (u) À, ôP, (to) 
„| P, (lo) = +a P, (o) + 3 
| oz i (a mA, +B (u -1 & Ho, +8 luo -1) 04 
ou bien 
5 (Cosh(n)) Q, (Cosh(n)) 
P, (Cosh(1,,)) Q, (Cosh, o 
B, (24, +1) E (Cosh(,,)) Q, (Cosa(,,)) Pa (Costo) 
P, (Cosh(,,)) Q, (Cosh(1,,)) 
T(n.0) = : ! 
2, B (u E )P,, (u) 


(2) 
+, | a @ lof, + B (u? = 1) aP, 2 )) 


P. 
An (Lo | a À, aA 


Lorsque fa(9)=1, on obtient alors : 
Z= Cos(0) Llo = Cos (0) 


B, = | d P, (2)= =(P, a) - P, (ao) (22, +1)B, =(P, GP, a Ut) 


A 22, + 
À 
À, 4q a 73 (ur, Ga) =P, (ao)}+ BP, (0) = 0 

6 (Cosh(n)) Q, (Cosh(n)) 

P, (Cosh(l)) Q, (Cosk(L,)) 
n 0 
(P, Gu)—P, (0) | ACTOR A) P, (Cos(0)) 

T0- F P, (Cosh(,,)) Q, (Cosh(1,,)) 


n#0,+00 


oP X (u) 
02 


E TEE (1) 
+a pE Ho SUA À, GC ) 


1E; 
{ ui a i, +B hu -1 a uA, +B lu -1) 04 


ou bien 


P, (Cosh(l,)) Q, (Cosh(l 
P, (Cosh(l,2)) Q, (Cosh(l,>) 
P, (Cosh(1,,)) Q, (Cosh(l,) 


(2) 
eoa a uA, + Blu ns) 


É (Cosh(n)) O, a 


(P (4o)- Pin (Lo) )) | ) P, (Cos(0)) 
| 


+ 


ðA a À, ðA 


T(7,0) = >. D} 
n#0,+00 0 —] À 
p f EE 227 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Etude des cas limites a=1, 6=0 (homogène Neumann) et àa=0, 6=1 (homogène Dirichlet 


Pour ce qui est du passage à la limite a->0, B->1 (Dirichlet), la forme (1) donne directement la 
solution es énoncée précédemment : 
z=Cos(0) u,=Cos(6,) 


B, = fa Ja (2) P, z) IR 2 = fa P, (z7 


A, tq P, (to)=0 


P, (Cosh(n)) Q, (Cosh(n)) 
romo- y -Cay La (Cosh) @, (Cosh) P, (Case) 
ones P, (Cosh(l,,))_ Q, (Cosh(,2))\ p Ge P, (to) 
P, (Cosh(,)) Q, (Cosk(,,)) EN 0 
Pour le passage à la limite a->1, B->0, la forme (2) donne également la solution déjà énoncée 


précédemment (en y ajoutant la valeur propre nulle car la condition homogène est de Neumann) : 
2 Cos(0) Lo = Cos(6,) 


À 
h tg TP, Go), (02 2, 50 ou mP, Go) =, 1) 
de 
1 1 
On rajoute la solution À, = 0 = B, = fæ fh) et |P, (zJ = fa =1- 4h 
Ho Ho 
1] E AP, (4o) oP, (u) P, (Lo) 
(22, +1) ðA ðA 


A4, >0>B,= fa Jo(z) P, (z) et lip (z) 


Ho 


P, (Cosh(m)) Q, (Cosh(m)) 
P, (Cosh(l,)) Q, (Cosh(, Wia Cos(0)) 
i e (Coshl,)_ ©, (Cost, ))\) 
) 


g Loef Tanh(l/ >) 


T(r.0) = Tanh(n 12) ] D P, (Cosh(,)) Q, (CosA(1,,)) 
IH, ram) te PR CA DEA 
Tanh(I,, /2) n° A, N°0 où 0 5 


(2) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : Section sphéroïdale allongée pleine entre les angles 0,0, en coordonnées sphéroïdales 


allongée (n,0) soumise à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes en r=l,. homogènes en 
6; et 6; 


Soit le problème : 
AT(7,0)=0 T(n,0) fini 


T(n,0),., = fo(Cos()) 
T(n,0),., =0 
T(7,0),, = 0 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


La solution doit comporter les mêmes contraintes que pour les solutions sur la sphère, à savoir 
T(7,0) fini 

T(n,0) fonction paire en 0 soit T(n,-0)=T(n,0) 

T(n,0) ne comporte aucune singularité, doit être continue et dérivable 

Pour respecter la condition aux limites 

Top = 0 

TONo = 0 


on est amené à rechercher une extension des polynômes de Legendre de degré entier à des 


F,(Cos(0)) — P, (Cos (0)) 


fonctions de Legendre de degré non entier Àn , ainsi que des fonctions 


de Legendre de deuxième espèce ‘OAC DOn (COSE: En respectant la contrainte de 


finitude et par principe de superposition on recherche la solution sous la forme d'une série : 
T(n,9)= $P, (Cosh(n)(C,P, (Cos(0))+D,0,, (Cos(8))) 


n#0,+00 


P,,(Cos(6,)) 
" Q, (Cos(0,)) 


T(n,0),, =0 = C,P, (Cos(0,))+ D,0, (Cos(0,)=0= D, = 


= T(n.0)x X, P, (Cosh(n))C, 


n#0,+00 


P, (Cos(0,)) Q, (Cos(0,)) 
| P, (Cos(0,)) Q, (Cos(0,)) | 


Er se 


TO), =0= È, P, (Cosh(n)C, 


n40, P,,(Cos(8,)) Q, (Cos(0,)) 
P, (Cos(0,)) _ Q, (Cos(0,)) 
"TP, (Cos(0,)) Q, (Cos(0,)) 
Comme 0, > 0, = Cos(0,) < Cos(0,) 
on pose u, = Cos(0,) et u, = Cos(0,) de telle manière que u, < u, 
à P, (2) _ Q, (44) 
Í P (4) Q, (u) 
P, (Cos(8))  Q,,(Cos(6)) 
P,,(Cos(6,)) Q, (Cos(0,)) 
_2G QC) 
P, (Qu) Q, (4) 


D, (Cos(0)) = et z = Cos(0) 


P;, (2) 


(D, (Cosco = f d0 Sin(@)(®, (Cos(0))} = -falo,, (z)} = falo, wF =le, o 
Exemple | z 


si l'on prend l'angle 0 =7/7 6, =672/7, alors les 10 premières valeurs propres Àn = 0.785441, 
2.23009, 3.64994, 5.06115, 6.46833, 7.8733, 9.27695, 10.6797, 12.0819, 13.4837 


si l'on prend l'angle GRIS mil alors les 10 premières valeurs propres Àn = 4.1092, 
8.80259, 13.4792, 18.1509, 22.8207, 27.4895, 32.1576, 36.8254, 41.493, 46.1603 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


La prise en compte de la condition aux limites inhomogènes en r=l, donne : 
P, (z) Q, (2) lo, eJ = Heg zŸ 


im = Cos(6,); u, = Cos(0,) z=Cos(0) ®,(z)= P (4) O, (m) 


q P, (4) T Q, (4) 
j P, (4) Q, (4) 


B, = Jd ROB E) C, = fd (0,0 


|o a, (z J z nd 1,14) ne voir tableau synoptique en fin de section 
ge eu) FAN ur ds 
ô, (uw). 1 Ze enn e 1 ee seu 
OA P (D| 6 P (a) 64 | QUu)] 64 Q (a) ô 
B, C, 
T(n.0)= Y éu C2 a paaken eaen) 
M me AOU B 7 0.) 


Lorsque la fonction limite f,(z)=1, on a avec les formes littérales des normes des fonctions propres : 
P.O Q, 

(EE fo, 
P (a) Q, (m) 

FE .G)-(P, a) —P, ue 


D, OU ED, 


Q; „(1)-0,; ()- (0; aa) 0; a0) 


(()=> B,'= 2 2 l et C,'= 
aa (4n) Q, (4) 
T(r,0)= (B,'-C;') AE P, (Cos(0) Q, (Cos(8) 
an (24, + Io, ( 2) Pa (Cosh(l,))| P, (a) Q, (1) 
ou bien 
(2)= B,'- PQ) P, (2) PR O, i (44)—- Q, (4) 
P,, Un) Q, (4n) 
E (B,'-C,') Pa, (Cosh(n)){ P, (Cos(0) Q, (Cos(0) 
> 1e 2 D P, (Cosh(l, ) P, (4) Q, (1) 
ou bien 
(3)= B,'= P a(t) -P,a (44) öt C'= Os.) — Q; (44) 
P (ui) Q, (4) 
Teo- y 1 (B,'-C,')P em P, (Cos(0) Q, (Cos(0) 
> n#0,+00 (1, ag 1) lo, ( Z J P 4 (Cosh(l, )) P, (44) Q,. (4) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : Section sphéroïdale allongée pleine entre les angles 0;,0,, en coordonnées sphéroïdales 
allongées (n,0) soumise à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes en n=l, de Neumann 
homogènes en 6, et 6; 


Soit le problème : 
AT(n,0)=0 T(r,0) fini 


T(n,0) = fn (Cos(@)) avec z = Cos(@) 
T.(r,0) 


n=l; 


=0 T (0). =0 


0=0, 
La solution doit comporter les mêmes contraintes que pour les solutions sur la sphère, à savoir 
T(7,0) fini 

T(n,0) fonction paire en 0 soit T(n,-0)=T(n,0) 

T(n,0) ne comporte aucune singularité, doit être continue et dérivable 

On est amené comme dans l'exemple précédent à rechercher une série comportant les extensions 
des fonctions de Legendre de première et deuxième espèce de degré entier à des degrés non entier 
À Soit (Cos(@))->E, (Coste) CFO C EOR. ER respectant la contrainte de 


finitude et par principe de superposition on recherche la solution sous la forme: 
T(n,0) = DP (Cosh (C, P, (Cos(0))+ D,Q;, (Cos(0))) Comme 0, > 0, = Cos(0,) < Cos(0,) 


nÆ0,+00 


on pose u = Cos(6,) et u, = Cos(0,) de telle manière que 4L, < 4u, 


P, (m) = (ul, Ga) P,a) P, (n)= rte, (4) P, (un) 


n 
2 
Pnl 2 


©, Gun) = à hno 0a) C ae 2 (1,0, a a) 
u -l1 i —1 


rea, =0> €, a (uP, (u) P, (+ D, reo, (ua) - 0, ,())=0 
Lp c (ME, 0- P Un) 
"O" (nQ, (a) -Q ,(&)) 
PO Q, 0) 
P, (u) 0, Gi) 
À (uP, (4,)—P, An) (2,0, (4,)-0Q, 4) 
= 0 P, (Cosh(m))C, —5 
2 .(Cosh(n)) ) TE pe er] 


(LP, GP, 4) _ (0, )- 0, 4) © PU) QU) 
(uP, (4) P, -1 ()) (4,0, (4) z (07 .(u)) P: (4) Q, (4) 


T(n,2)x D P, (Cosh(n))C, 


nÆ0,+00 


T(n,2) 


Z=}) 


soit À, tq À,=0 


P.O  Q:,() 
P'a)  0,,'G) 


D, (2)= le, Of = feo, e 
4 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple 


si l'on prend l'angle À = 7/7 0, =7x/2-0 =S 7/14 Gjors les 20 premières valeurs propres À, = 
4.33461, 8.92499, 13.5624, 18.2138, 22.8712, 27.5316, 32.1938, 36.8571, 41.5211, 46.1857, 
50.8506, 55.5158, 60.1813, 64.8469, 69.5127, 74.1786, 78.8445, 83.5106, 88.1767, 92.8428 
si l'on prend l'angle À = 7/7 9,=7-0,=67/7_ alors les 20 premières valeurs propres À, = 
1.19646, 2.49885, 3.8465, 5.21496, 6.59421, 7.97964, 9.36888, 10.7606, 12.1541, 13.5489, 
14.9445, 16.3409, 17.7378, 19.1352, 20.5328, 21.9308, 23.329, 24.7274, 26.126, 27.5247 


si l'on prend l'angle 0 =7/14 6, =372/7, alors les 20 premières valeurs propres Àn = 2.60589, 
5.30231, 8.04798, 10.8157, 13.5946, 16.3799, 19.1691, 21.9608, 24.7542, 27.5489, 30.3446, 
33.1409, 35.9378, 38.7352, 41.5329, 44.3308, 47.129, 49.9274, 52.726, 55.5247 


La prise en compte de la condition aux limites inhomogènes en r=l, donne la solution du problème 
(sans oublier la solution de valeur propre nulle) : 

z= Cos(0) y, = Cos(0,); u, = Cos(6,) 

(uP, ()- P, (2) : (2,0, (4) — Q, (2) 

(UP, (4) — P, ži (4) (u,0, (4) — Q, .()) 


À À 
P, (m) = T (MP, UDP, a) Pi, a) =, O) P, aC) 


De, 2 


À, tq À,=0 


n 


O, (m)= men (n) -0,3 0)) O, 0) = (0, Un) - 0, (un) 


1 2 


D, (as) 1 & P, (4) P,, (2) CP, (4) 1 OKON (4) Q, '(4n) O, (4) 
OAðz Pi) OA Piu) ê%& | QG) 08 O, n) OAZ 


@P, (4) À, OP, (a) OP, (44) PP; (1) À, u oP, (4) OP, (44) 
CAëz w°-1l'" 8A on CAËz -1 7 aa ðA 


GRON (4) _ À, (a 0Q,. (4) ES Q, (4) A, Lu Q, (44) 22.) 
2z a 


Az y ðA on ððz u- on A 
D, (4) 
PO o2 ; (ah) 
®, = f ®, =4-4 |®; = 
PE on PA ea 10.0) Qa, +1) 
_ B, C, : Ta 
EPS o B= fe NORO C, = fe noo, (z) B= k fa(2) 
r Pa ne coslo) Q, (Cos( ») 
” P, (Cosh) P'a) Q'a) 
T(n,0) = + > 7 —— 
lb, (z) n#0,+00 lp, (z) 
P, (Cosh(m)){ P, (Cos(0) Q, (Cos(6) 
P, (Cosh(l,))| P, 'Gu) Q, '(4) 


2 
n#£0,+00 o, (z) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 
Lorsque la fonction limite f,(z)=1, on a 


H2 H2 
B= dB G © = [400 
M H 


en utilisant les équations (3) 


(uP, (45)— Pi (u,))- (uP, (4,)- Pa A) C = (2.0, (4)— Q, (u,))- (4,0, (4)— Q, (u) 


>BÞ,= n 
A, +1 A, +1 
Z 1 (uP, ()-P, ()) (4.0, (u)-0Q, (2) = 
"A +1| (uP GP, G)) (9, 0a) - 0,0) 


On retrouve donc la solution triviale, puisque Bo=1-pu: T(n,8)=1. 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Lorsque la fonction limite f,(z) présente un profil en fonction de Heaviside : 


fo(2)=1 size m, #58 | Jo(2)=0 size m, A T8 | 


2 2 
Hitha Hitha Hitha 
2 2. 2 2 
B, = je = B,= |P e) C= |9, 2) 
H H H 


en utilisant les équations (3) 


HE LFH +u 
aal a 2) sat > +)) (uP, (m) -P, C) 
B = 


À, +1 
( HE je. (# zee) 0, (# = ) (49, (u)-0,, Gui) 
C — 
í A, +1 
HE puis) p (=) (#58 jo (aie) Q puise) 
. E 2 Àn 2 Al 2 2 À 2 AL 2 
i (1P, Gu)—P, .(Gu)) (4,0, ()-0, .(Gu)) 
P, (2) Q, (z) 2 f 
D, (z)= - i D, (z) = |dz®, (z 
A au eeu a a] 6) Ie a 
P, (Cosh(n)) P, (Cos(0)) Q, (Cos(0) 
” P, (Cosh(l,))\ (ul, ()-P, (un) (0, ()-0, ,(u)) 


1 
T(r,0)= + 
io Ge, Of 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : Section sphéroïdale allongée creuse entre les angles 0,0, en coordonnées sphéroïdales 
allongées (n,8) soumise à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes en n=l et 
inhomogènes en n=l, , homogènes en 6; et 6, 

AT(n7,0)=0 T(n,0) fini 

TNO), =0 T(n.0),,. = fi(Cos(8) 


(7,0), =0 TAO, =0 


Soit le problème : 


cr 
0.0 / 


1 100 


À 0.95 


Ls— 0 
En reprenant les résultats d'un exemple précédent nous avons : 


P, (14) Q, (4) 


l = Cos(0,); L = Cos(0,) À, tq P. T = O, 7 z= Cos(0) 
f PO Q0) 
B,= |d hI P, (2) C,= |d h(z)0, (2) ® " 
-Í MOLAO) l NEO, P, (2)= P G) O, G 
lo, e) a E voir tableau synoptique en fin de section 
P, (4) Q, (44) P, (42) Q, (4) 
PH) = — : D, 0n) = | 
HET BG) QU) TP Qu) OU) 


0D,(w)_ 1 |2P,(w) _ P, (4) OP, (pn) 1 |30, (1) Q, (1) 00, (un) 
0A P, (4) oA P, (4) 02 O,. (4) oA O,, (4) oÀ 


| B, G, |; P, (Cosh) _ 0, (os) 
TG.0)= Y P, (m) Q, (a) | | P, (Coshil,)) Q, (Cosh(l,)) 


) 
me EN P, — )) Q, (Cosh(l,,)) 
1)) Q, (Cosh(l,)) 


P, (Cos(0) Q, (Cos(@) 
P (4n) Q, (4n) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Lorsque la fonction limite f:(z)=1, on a avec les expressions formelles des normes des fonctions 
propres : 
En utilisant les trois formes des intégrales indéfinies 


()= 8 '= Pin) 2, AG) (Pa (un) 2, Un) et C'= 2, (U)-0, 0n) - (0, aan) - 0, 4) 
| P, (m) ' O, (m) 
ne (Cosh(m))_ ©, (cn) 
TUO= È 7 1 (B; P, (Cosh(,)) Q, (Cosh(l,)) 
CA, +1 jjo x Ẹ 3 Ta Q, Te) 


2s (Cos(0) Q, (Cos(0 2) 


P, (4n) Q, (4) 
P, (Cosh ,)) Q, (CoshG,) 
(2) base P, Ait) P, (4) HE Q, (4) z Q, (4) 
Gn (4) Q, (4) 


P, (Cosh(m) Q, (Cosh(n)) 

1 (B,C) (P, (Cosh) O, (Cos,) 

(Cosh(l,3)) Q, (Cosh(l,,)) 
) 


2 (Cos(0) Q, (Cos(0 ») 


T(n,0)= 
Lis 2. À, lo, CY (Pa, P, (4) Q, (m) 
P, (Cosh(,)) Q, (Cosk(,,)) 
(3) ou bien = B,'= Pat) E Li «(4n) et C'= Q; (4) J O, (44) 
P, (4n) Q, (4n) 


es (Cosh) Q, (Cosh(n)) 

1 (8; P, (Cosh(l,)) a (Cosh, D) 

0 pa 

T(7,0) PATES jjo, G F P, (Cosh(,,)) Q, (Cosh(l,,)) 
P, (Cosh(l,,)) Q, (Cosh(l,)) 


P, (Cos(0) Q, (Cos(0) 
P, .(&) (07 (4) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : Section sphéroïdale allongée creuse entre les angles 0,0, en coordonnées sphéroïdales 
allongées (n,8) soumise à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes en n=l et 
inhomogènes en n=l,,, Neumann homogènes en 0; et 6, 


AT(r,0)=0 T(n,0) , =0 T(7,0) fini 


n=l 


TNO), , = fo(Cos(8) 
T'O =0 T00, =0 


Soit le problème : 
En suivant les résultats d'un exemple précédent, il vient : 
Ha L Pa B C 
B =| h B, =| hR C =| hD F=- 
i J Í J a ] Fe P, (1m) Q, (m) 
' À, i À, 
P, (m) = ar, Qu) 8, Qu) Pi, a) = LP, U) P,a) 
WE 2 
i À, 
D, (a) = — (D, Qu) QG) O; au) = 77 l0, (&)-Q,, (un) 
RE lh 


D, (m) 1 [ZP UL) P,'(u) 0°P, (U) 1 |20, U) QG) 2O, (m) 
06  P'(u)| 64& P'(u) Aez | Q'(u)] 0467 QG) GA 


SP,() _ À, OP, (4) OP ()) OP, () A, ðP, (42) OP, (4) 
3 ' © A 667 m- °? À ôA 


8O, (4) A, Lu oQ, (4) at oO, (2) | À Lu Q, (4) Tea 
zo|“ nia 


OA uf- ðA ðA 010z u; — ðA ðA 
© P, . Gb) 
PO 00 , p uhoa U 
D, (z) = — " Diz) =u, -u I®, (z) = 
O Pu) O'h) PGI =a 10,0) (24, +1) 


Tanh(l,,/2) 
B, š Tanh(n /2) 


(u — 1) a 
Log| ——— 


Tanh(l,,/2) 


T(n,0) = 


P, (Cosh(m)) Q, (Cosh(n)) 

| Où (Cosh(l, D) 
"(P (Cosh, -)) Q, (CosA(,,)) 

) Q, (Cosh(l,)) 


n+0,+%0 |o, ( A ) 
n 


P, (Cos(0) Q, (Cos(8) 
P (4n) O; (4) 


i 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Lorsque la fonction limite f,(z)=1, on a 


H2 H2 
B,=[d P,() CfE 
M M 


en utilisant les équations (3) 


(uP, ()- P, ())- (tP, Ga) - P, 0a) (u0, (o) - 0, ))- (m0, a) -0 a) 


e B, — C, = 
À, +1 À, +1 
__1 (ÙP, 0) -P, Un) (0, )-0, 4), 
" 2,+1 P, '(Gu) P, (4n) 
Tanh(l /2) 
E Tanha TD) 
T(ņn,0)= 
Tanh(l /2) 
TE Tanh(L., 12) 
On retrouve bien la solution triviale, puisque B5=1b-Lu: ARAUr2 


Lorsque la fonction limite f,(z) présente un profil en fonction de Heaviside, il vient : 


= : 4h +; E aa 4i + l E P, (2) Q, (2) 
Gg szejm 2 za RE élu 2 a PaO Ga) O, (a) 


Il vient 
(EEE }e (ét) p (ar) (atro (au) Q (au) 
$ E 2 Ry 2 An -1 2 2 An 2 An-—1 2 
| P, (4) O; (4) 
ea) 
og| —————=—— 
T(r,0)= 1 Tanh(n /2) 
2 Tanh(l,,/2) 
| Tanh(l,, a) 
P, (Coshm)) Q, (Cosh(m)) 
aN (Coshla)) Q, (Cosha, D) J (P, (Cos(0) Q, (Cos(e) 
"TP, (Cosh) Q, (Cosh, D) PGD Z) 
. à P (CoshG } 0; (Cosh(, D) 


n+0, 4e ( (1, +1 TPE = 1} Jæ, ( Z ii 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : problème de Dirichlet sur un cône sphéroïdal non borné ou hyperboloïde à deux 
nappes infini 


AT(n,0)=0 (n,8)e {0 <m<c,0<0 <0,} 
T 0<n<! 
à LA T(7,0)=0 


72 


T, O) oo, -| 


Cet exemple a déjà été abordé dans le système de coordonnées sphériques sur un cône. Dans ce 
contexte, il s'agissait de reprendre les résultats d'une article de ROKURO MUKI , ELI STEIRNBERG, 
« Steady-State Heat Conduction in a Circular Cone », Zeitschrift für angewandte Mathematik und 
Physik ZAMP, July 1960, Volume 11, Issue 4, pp 306-315. L'autre intérêt de traiter cet exemple 
dans le cadre du système sphéroïdal allongé, c'est de pouvoir comparer les résultats obtenus par 
deux méthodes totalement différente, la première ici présente par séparation des variables avec 
des fonctions de Legendre classique, la deuxième avec la transformation intégrale de Mehler-Fock 
faisant intervenir des fonctions coniques de Mehler. Dans le cas du cône sphéroïdal c'est à dire 
d'un hyperboloïde, nous reporterons certains résultats à l'identique à partir du moment où le 
système de fonctions propres angulaires est exactement le même. Le problème étant séparé en 
deux sous-problèmes, la solution développée en série se présente sous la forme : 

A, 4P,()=0 H=Cos(6) Q=1{n7.0)0<n <1,,0 €[0,8,]} Q,={n.0)1, <n < %,0 e[0,8,]} 


0 l, Sn <oo 


T (24, +1) B, P, (Cosh(n)) 
himah 2 ; CP, (u) P, (Cosh(i e (n,0)e Q, 
Po) " É 
To(r,0)=- > Ces) Cu O, (Cosh(n)) P, (Cos(0)) (7,0)eQ, 


2P, (uo) O, (Cosh, )) 
on 


n 


n#0,+00 À, 
a P,- (Ho) 


Pour cela on considère le comportement asymptotique des fonctions de Legendre dans l'intervalle 
[-1,+1] et en dehors sur [1,+ce) : 
VA,>0 , Lim P, (Cos(0))=1 Lim Q, (Cos(0))= +% 

—0* dé —0* " 


Lim P, (Cosh(n))=1 LimQ, (Cosh(n))= + 
n—0* n n—=>0* n 

Lim P, (Cosh(ņn))=% LimQ, (Cosh(n))= 0 
n—+0 a 7—+00 A 


Ce qui conduit dans le domaine intérieur et extérieur aux deux solutions proposées. 


La décomposition de l'unité s'écrit tout comme dans le cas des coordonnées sphériques : 


|= > Qa, a) A) P, (Cos(a)) 
n#0,+00 ,(, +1) à 0 


Avec les normes [e oi = da Ain (uo) p eu) >l= > PU) F P, (Cos(@)) 


(24, + 1) 02, n#0,+00 (1, + IP, (z) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Soit les solutions : 


(24, +1) (24, +1) B, P, (Cosh(n)) 
T., (7,0) = m P, (Cos(® 
ERE pa, Te A (u p aa a) P, (Cosi, )| EO 
n n ô, P, -1 Ho 
E (24, +1) TE UT A D aT 
Samoe ar A G+0 +B, P, (Cosh, ) P, (Cos(0)) 
n° À,-1 0 ðA, 
(24, +1) C, Q, (Cosh(n)) 
Tomor P, (Cos(0 
POOT Ra À p q TE oco) AL 


La condition de continuité des solutions et celle de continuité de la dérivée première radiale 
donnent le système d'équations algébriques : 
ToP,- (Ho) 


Toi (7.0), = Q2 (r, 0), =>> B, F C, z (2, +1) 


TO) TD) p Col), Co) 
AN. yai ðn (ls á P, (Cosh(l,)) O, (Cosh, ) 
Soit les coefficients du Fo en série : 
3 - bhaa) P, (Cost, Jo, e) 
' (2, +1) [P, (CosAl,, Je, (CosA! (, )- P, '(Cosh h(I, Je, ( (Cosh(l (,) 
c, = RP, (Ho) P, (Ces, (Cosh,) 


U,+1) [P (Cost, p. osn, )- P (Cosh,J0, (Cri, n), 


En introduisant la valeur du Wronskien, il vient : 
1 1 
P, (Coshll, Je. ‘(Cosh (4, ) z Pi, ‘(Cosh (4, Je. (CosA(I, ) = 1 — Cosh? ( ) 5 Sinh? (/ ) 
n n 
: TE, (6) 
B, = -sme (6 p, (casna Jo, (Ces) 


C, = Sink (1, = p, (CosA(t, Jo, (CosA(s,)) 


(a, +1) 


Sans le facteur Sinh(1, )! 


|P., (osal, Jo, '(Cosrli,))- P, '(Cosnli, Jo, (Cosrti, )]= 
= À, |P, E (CosAl, Je. (CosAlI, de , (CosA(s L, Je... (Cosh(l, )| 


=> [P, (Coshli, Jo, (Coshli,)- P „ (Cosh(, Je. (CosA(, D- 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 
Les solutions s'expriment donc avec des nouveaux coefficients comme suit : 
P, ‘(CosA(, ) — EU P, (CosAll, )- Prd (Coshl1, )| 
n Si n 
(97 '(Cosh(1,) Bao [Coshl1, Q Jo, (Cosh(1, ))- (97 (Cosh(i, )| 


LP, ( (CosAl(, Je. )-P P, '(Cosh(l, Jo. (CosA(, )= 
ae (Coshll, Jo, (CosAli, )-P , (Cosh(, Jo. …(CosA(,, )] 


B, -F [CosA(z (4,0, (CosA(, ))- (07 (CosAlr, ) 
PP, (Cosh) G, +0 P; (CosAll, Jo. (Coll, )-P, (Cosh(, Jo. (Cost, )] 
T, 
E 
C, B T, [Cosh(1, }P 1,) P, (Cosh(1,))- P, P, (Coshll, )| 
7 P a), Cosh, ) C +D lP, (Cosh, Jo, (Cosh, )- P, (Coshlt, Jo, (CosAl, )) 
T, 
nA 


Fe [CosA(t, 0. (CosA(, )- (07 (CosAlr, ) 

IP, (Ces), (Cosnf,)- P, (Cost, JO, „(Cost J) 
=> f,=-À „[Cosh(i (4,0, (Cos nl, ))- (07 … (CosA(, ))] 
— [cosal, )P, (CosA(, )- P,_(CosA(s, )] 

IP, (Cosnl, Jo. Cosn,)- P, (Co, Jo. „(Cosh J) 
> £, = —,|Cosh(1, )P, (Coshli,)- P, ,(CosA(,, )] 
Ces solutions sont alors les suivantes : 
TE |Cosh(l, Jo, (Cosh(l, ))- (97 a(CosAl, ))| 
"= P ol, Jo. (Cost), Cosh, J2; (Cort) 
B, = —2,|Cosh(! (0, (CosA(, )- Q, Cosh, ) 
ne (cos) )P, (CosAli, )- P, (Cosh! )| 
i [P (Cosh(l, Jo. Ce ))- P a, : (Coshll, Je, (Cosali, D] 
ise a [Coant P; (Cont J-A (Cont) 


(22, +1) 
Th1(7:0)=T, > P, 
n+#0,+0 2,(, +) wo) qe ) 


[ 1+B,P, _(CosA(n) D]e, ( (Cos(@)) 


(24, +1) 
OP, (Lo 
o aA 


Tan O= » 


752, (Cosk() P, (Cos(6)) 
"zoe 2 (A, +1 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Il est facile de vérifier la condition de continuité, afin de s'assurer de l'absence d'erreur de calcul, 
elle est assurée par la relation suivante entre les deux coefficients : 
pe [CosAr, Jo, (Cosh(l, ))- Q, _(CosAll, D) 
= [E osn, ACTA ACTA ACTA) 
p, = -2 [cosrli, 2, (Cosrl, )-0, (Cost, J 
e= (CosA(r, )P 1, PP, A (CosA(, )- P, (Cosh(1, )| 
= P, (Cost, Jo, (Cos, )- P, (Cost, Jo, (Con) 
g, = à, [Cosh,)r, (Ces, )-, (coul, )] 
= B,P, (CosAli, )-£,0, (Cosh(1,))=1 
Car [CosA(, Jo, (Cosh(1, ))- Q, (Cosh(1, DA (Cos h(l, ))- [CosA(, }, a (Cosh(1, )-P (Cosh(1, le. (Cosh(l, ) 
= P, (CosA, 0, (Cosh,)-0,, (CosA(, ))P,, (Cosh(,)) 
Ou bien encore 
— À cos, Jo, (Cosh(1, )- Q, (CosAl, jP, (Cosh(1, ))+ 
+2 ,[CosA(,, P, (CosAl, )-P P, (Cosh(1, Jo, (CosA(, ) = 
= À, 2, e osh(1, ))P;, CosA(l, )- P, (Cosnll,)o, (Cosli,)) 


=] 


Voyons maintenant le cas particulier de l'angle d'ouverture 6,=n/2. Dans ce cas l'hyperboloïde 
dégénère en le plan (x,y) tout entier, et les valeurs propres du problème aux limites de Dirichlet 


sont les entiers impairs : 
San KI RR aa 

B, = [Coss, Jo, a(Cosh(1, )- O,, (CosAl, `) 

i [P,, (Cost, 0, (Coshl, )-P 2n a(Cosh(l, ) T (Coshlt, 1, )) 
e [Cosh(1, P, (CosAll, )- z y (Cosili, )) 

i [P,,(CosAl, Je, (Cosh(l, ))- P Le os, ) Ma (CosAlt, )] 
B, = -2n + Coll, 0... (Cosi, )- 0, (Cosk(, )] 
E = -(2n + 1CosA, P, a(Cosh(1,))- P. P,„(Cosh(1, J 


o E æ - n J P,P (Cosh(n))] P,,1(Cos(@)) 


0 n=0,+0 (27 +1)(2n + 2) 


Ho = Cos(0,) = Co?) =0> 2, =2n+1 


Ta: (1,0) (an +3) 
Toa 01:b) 6,0,(Cosh(n)) P, (Cos(0)) 
T 2. (2n +1)(2n + p) Erasto 2n ao 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


En simplifiant avec le facteur d'échelle c=1, Sur le premier domaine, l'intervalle de valeur de z est 
séparé en deux, et le profil se présente de la manière suivante, sur le premier domaine séparé en 
deux sous-intervalles : 

Disque de rayon r, sur le plan (x, y) n= Sinh(1,) Cosh(1,)= Xo = V1+ n 

z = Cos(0) e€ [0,1 


2 (4n+3)2n) 
n=00e]02] |? =R DT On +227" (a L-8,]P,..() 
PT re (an +3)2 n} 
n e [0,1 }0 =0 D E (2n +2)2” ' (n D | BPaa( 5 


Et sur le deuxième domaine, il vient : 
Disque de rayon r, sur le plan (x,y) n = Sinh(1,) Cosh(1, )= \1+ n 


Z = Cosh(n) E€ [z = CosAl, )= q 1+ n l 2 T., (2) L 5 (4n + 3) 


eOrna) Poal) 
n € [r,, 10 = 0 ðP, (0) 1: Fe 


To ne (2n+1{2n+2) 220) 
_, To) _ (4n +3X2n) 
T, ne (2n+2X—-1)" 27" (n!) 
Ce qui donne la solution suivante sur l'axe z, en utilisant la correspondance entre le système 
sphéroïdal allongé et le système cartésien : 


b= [rona Co) Q, (xo ] E = ÉGE 2n+1 (x) P, (xo ] 
” [P & 04 Ci, )- Pony E )0,, E7 )| ” [P er Jo (x Xo )- + 

P, = -(2n Le Dos (x)- ©, G )] br (27 + Dixo Paa p= PB (xo )] 

BaPa, CG, )- EnO, Gi) =1 

z = Cos(0) 


Ta(z) , (An+3)2n) 
n=00e[0r] SRE T > (D [i B,] PA) 


2 RO (z) 


o (2n+2)2°" (nY 
z = Cosh(n)e E Cosh(1,)= nyit | To: (1,0) 
— tay) 
nelo.1,] ,9=0 fo 


PE D CD (4n+3)2n) E Oal) 


n e[f,,c]0 =0 T n#0,+00 (2n +2)2” ' (n Ds 


-D y EE ©) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Ce profil est à rapprocher de la solution connue du profil qui s'avère être une fonction très simple : 


TG) _,_ A Ta 
T N A. 


Le profil sur la figure ci-dessous reprend les solutions sur l'axe z, exposées précédemment. Le 
décrochement constaté entre [1,v{(1+r,°)], diminue avec la prise en compte d'un nombre croissant 
de termes de la série, il est peut-être dû à une évaluation erronée des fonctions de Legendre de 
première pour z>1. Car dans le même temps au delà de la valeur v(1+rẸ), la série avec les fonctions 
de deuxième espèce coïncident presque parfaitement. On note également que de toute façon la 
décomposition de l'unité a une très mauvaise convergence présentant beaucoup d'oscillation sur 
autour des valeurs z=0 et z=1, effet que l'on constate ci-dessous. 


— Profil(z, nmax) 


m ioan 


Remarque : concernant la simulation numérique, il arrive que les coefficients €, présentent une 
divergence rapide avec l'augmentation d'indice, dans ce cas on commence par les coefficients 6, 
qui tendent rapidement à 0, puis on déduit les coefficients £, par la formule, c'est le schéma 1, mais 
dans certains il faut calculer selon le schéma 2. 


p, = -(2n + 9 EAO (i ) me” (x ] 


Schéma 1 = BaPona (xo )-1 

” Ou (x) 

nT -(2n + DET E )- P, (x ] 
Schéma 2 E 1+ E, Qna (x) 


n 


Pral) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Problèmes aux limites sur des hyperboloïdes à deux nappes (cônes sphéroïdaux ou section 


coniques-sphéroïdales) homogènes dans la dimension radiale n, sans dépendance azimutale 


Le choix des solutions suivantes permet de prendre en charge des problèmes aux limites 
homogène radiale et inhomogène angulaire sur un hyperboloïde de révolution à deux nappes : 
R(1)= AP. (Cosh(n)}+BQ ,  (Cos(n)) 
2 2 

@(8)=AP;, (Cos(8)+BQ,  (Cos(8)) 

D Fur 
Tel qu'un problème de Dirichlet ou de Neumann sous la forme : 
AT(n,0)=0 (n,0)e {l <n<l,,,0<0<0,}Lim, ,T(n,0) finie 


n2? 


T0), =0 T00, =0 


ou ou T0) o, = f(n) 
ÔT(n,0) ÔT(n,0) 
00 00 


= 0 


n=l; n=l;2 
La finitude des solutions est gouvernée par les propriétés asymptotiques des fonctions de 
Legendre de première et deuxième espèce, à degré imaginaire (donc les fonctions coniques de 
Mehler) et à argument réel, à savoir notamment la valeur en z=1 : 
Log(2) 

Log(z-1) 2 —y-y(v+1) 
Q,(z)~ + 

27 (v+1) T(v+1) 
y Constante d'Euler w(v) fonction Digamma 
= LimQ, (Cosh(n)=o et P, (1)=1 

ni or Si 


iT 


+0(z 1) zæl* 


Ainsi que la valeur en z=+c» : 
LimQ,(z)=0 et LimP, (z)=0 


Zz—> +0 Z—>+00 FN 


Commençons par le cas de l'intervalle n€[0,l o], z=Cosh(n)->z£€[ 1,20] : 


Il n'y a pas de conséquence liée au comportement des solutions en n=0 (z=1) dès lors que ces 
dernières sont finis. En écartant les fonctions de coniques de Mehler de deuxième espèce 
divergente en z=1, il reste à construire les solutions avec celles de première espèce. Il se trouve 
que la valeur z=1 est à l'origine des coordonnées, où s'annule la fonction p(x) dans l'expression de 
l'opérateur de Sturm-Liouville. Ce problème de Sturm-Liouville s'écrit comme suit : 


Zro 22 )-p WD -sDV =0 
z dz 


z=Cosh(n) zellz,] zelo] p(z)=1-z? s(z)=0 w(z)=1 


2,22 d'U(2) dU(2) 1 2 _d _ 2 dU(2) n 1 2 _ 
p (1-22) SR arr PC z?) = | arr Je 


p(z)<0 zellz,] 


1 1 
Notation azir jeva or 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Même si le problème de Sturm-Liouville est singulier, il possède les bonnes propriétés qui assurent 
qu'il existe donc un système de fonctions propres complet et orthogonal pour un problème aux 
limites homogène radial de ce type. Les valeurs propres de Sturm-Liouville sont négatives ce qui 
conduit pour les fonctions de Legendre à des valeurs propres discrètes imaginaires, celles du 
paramètres t des fonctions coniques de Mehler. Par construction, la fonction Conique de Mehler 
de première espèce est à valeur réelle, et l'on peut vérifier numériquement que les solutions de 


l'équation transcendantale suivante existent : Tt, telqueP, (z,)=0 z,=Coshli,) 
+ 
2 


IT 


Par exemple pour une valeur z:=Cosh(1), il vient les valeurs propres suivantes : 
1n=2.42138, 5.52719, 8.65826, 11.7949, 14.9335, 18.0732, 21.2135, 24.3541, 27.4949, 30.6359, … 


On peut illustrer graphiquement l'existence des solutions de l'équation transcendantale en traçant 
la fonction conique de Mehler de première espèce en fonction du paramètre t. 


IFA] RefP°, _ (cosh(n)) 


Cas de l'intervalle n€fl,1, l2], z=Cosh(n) -> z€[z1=Cosh(l,:),z2=Cosh(|,)] : 


Dans ce cas le problème de Sturm-Liouville devient régulier avec des valeurs propres négatives 
(entraînant des paramètres imaginaires pour les fonctions propres), il existe un spectre discret de 
valeurs propres et un système orthogonal et complet de fonctions propres . Les fonctions coniques 
de Mehler de première et deuxième espèce forment un système de fonctions indépendantes. 
Toutefois la fonction de deuxième espèce est à valeur réelle. D'autre par sa partie imaginaire (voir 
les propriétés des fonctions coniques de Mehler sur l'intervalle [1,+c°] est proportionnelle à la 
fonction de première espèce. En conclusion un choix possible de fonctions indépendantes est 
constituée par : 


P, (Coe) + 2, (Coma=r o, (Con) 


ir ——+it, Hit, 
2 2 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Un autre choix possible de fonctions à valeur réelle indépendantes est donné par : 


DC OC 0 ET) 


=r 


L, COS SEE (Cosh(n) +0 , (Cosh) 


=e T =e iE 
Les valeurs propres peut être construites par la résolution d'une équation transcendantale comme 
suit pour un problème homogène de Dirichlet en l1 et h2: 


T, tel que Pi (Cosh(1, Jo 1. (Cosn(,,)= 0. (Cosh(,,)P i (CosA(,)) 
2 


—+HiT, = pi ir 
n n n n 
2 


Contentons-nous de ce cas de figure sachant que les équations transcendantales dans le cas des 
conditions homogènes de Neumann, ou combinées Dirichlet/Neumann ne sont pas beaucoup plus 
difficile à obtenir. Même si cela n'est pas une preuve, voici le graphe de l'équation transcendantale 
en tant que fonction du paramètre t, les solutions étant l'ensemble des points d'intersection avec 
l'axe des abscisse : 
bail 3 =2 
Felul)=P,. (Cosh(,,)0 ı (Coshl,)-P,. (Cosal, 0, (Cosh) 

2 2 ý 2 e 2 


PE E ON [\ ` | VAN P — P, (eos) Ref, (cosh(in))) =P? , (eoshfin))Re(a®, (cos) 
5 0 20 l'a ES 


Pour l'exemple, avec l,1=1 l,,=2 voici le jeu de valeurs propres Tn : 

Ta =3.1319869898174106382, 6.2779019008125322845, 9.4211834216040919190, 12.563654676027245805, 
15.705782929423131877, 18.847735498245959850,21.989586404634429313, 25.131373298661280558, 
28.273117314492634571,31.414831218507219320, 34.556523172690331259, 

Et avec les valeurs l,:=4 |,,=6 voici le jeu de valeurs propres T, : 1.57078, 3.14158, 4.71238, 6.28318, 7.85416, 9.42466, 
10.9407 


Cas de l'intervalle n€[O,+°] : 


Dans ce cas il n'est pas possible de construire un système discret et complet de fonctions propres 
ayant les bonnes propriétés sur les deux bornes de l'intervalle. L'on peut s'inspirer de la forme des 
solutions préconisées par la séparation des variables par un développement intégral et non pas 
sous forme de série, grâce à l'existence de la transformation intégrale de Mehler-Fock. 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 
Cas de l'intervalle n£€fl,o+°e], z=Cosh(n)->z€[z0=Cosh(l o), +2] : 


Cette fois-ci, les deux fonctions de coniques de Mehler de première espèce et deuxième espèce 
s'annulent en z=+c, Dans ces conditions toutes les valeurs de t sont licites pour construire une 
solution. Tout se passe donc comme si les valeurs propres possédaient un spectre continu. Il suffit 
de choisir la fonction suivante pour respecter la condition aux limites homogène et la condition à 
l'infini: 


®,(7)= Poy (Cosh(n)Q ; w (Cosh(l Lo) 9 ; he (Cosh(n))P 1. (Cost, )= D, (L0)= 0 


Dans ce cas il n'est toujours pas possible de oidi un système discret et complet de fonctions 
propres ayant les bonnes propriétés sur les deux bornes de l'intervalle. En s'inspirant de la forme 
des solutions préconisées par la séparation des variables, on développe une intégrale proche de la 
formulation de la transformation intégrale de Mehler-Fock. 


Problème aux limites sur l'intervalle [0,l,o] 


Revenons aux cas d'un intervalle fini du problème aux limites. La solution d'un problème aux 
limites de Dirichlet de la forme : 
AT(n,0)=0 (n8)eD<n<1,0<0<6,} Lim, ,T(N,0) finie 
n—0 
T(n.0),.,,=0 TO, =f) 


est alors la suivante : 


D, (n)= Pi (Cosh(n) ) le, ( n)| = = fan Sinh(n ) Xe. n)? B,= - fan Sinh(n )(n 7). (Cosh(n)) 
P,., (Cos(e) 
T(7,0) = 2 K er PR 2 Ho = Cos(0,) 


Comment calculer les normes de ces fonctions propres ? En revenant à un procédé classique de 
variation du paramètre, on peut tenter de trouver une expression de cette norme : 


d ajd 1+4r E Le Neue 
L-#)L ne 7 (@)=0 zhi PAA J 7 (@)=0 


>l- onr O -nO OE +e- +r) fd >, =0 


Zi 


2 
n=ntdt yayda ED pe DO + HO 
T 


Oz drt Oz 
f 2 1l, Væ ae AOAI 
>fe oo -H F-22221 20)] 


Appliqué aux fonctions propres cela donne : 
D, (n)=P,  (Cosh(n)) z=Cosh(n)= dz = Sinh(n)dn 
g Tn 


lo, (7) z fa Sinh(n) lo, m) = E smf 2 oD, (n) i n] no 
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Pour ce problème de Dirichlet c'est encore plus particulièrement : 


dP z) 
EE) ant) 2: si iy 
D, (Lo) =0> |0, ( n)? = - 0 n 10 Sana = 7? - Sin? (n = 
= Cosh d d 
7 og ea 5 z- 1 CR (2)-R- E) => n = 20) =P(z)=0 
dP, (z) 
pare > Sinh? (n ) Eu -[- 1 tie, | contre , (Cosh(n))- P , | C0) 
2 dz 2 ie, Su, 
= Sinh(l, ko) -(2- TT (Coshll,, ) 
ô 
(a . t- Zit. ie ue (CosAlI, ) Ps (CosAl,,) 
=> 2 o" 
1-2 ð 
| D, (n jf _ ez re (Coshli,o) > P A (Coshl, ) 


D'après la formule de dérivation, le produit suivant doit être réel : 
1 1 
ei. JP . (Co )= (5 P … (os) 
2 À 2 og | 


Il en est manifestement de même pour l'expression : p i (CosAl,,) 
d 


T og a 


En effet pour la première expression, la formule de dérivation donne : 


= dP, (z) ESE v 
Ppa WEOE Ta lan S 


Z 
On sait que P, (z) réel = es réel => [- : + ie, JP ia (Coshll a) réel 
gth og Tn 


z=Cosh(l, ) 


Or P,  (Coshll,o))= P, (Co) (3-12. Jr | (Coshl,s) réel 
> gih zi 


Au passage = É = is, }P (z)= É +iT, JP (zo) 
2 gn 2 g” 
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Tout cela donne formellement la solution du problème pour une fonction limite constante, comme 
suit : 


D, (n)=P,_ _ (Cosk(n) | 


72 IT, 


2 L (1-2ir,)P da (Cosnli,) 2 ie (CosA(i,,) 


D, (n) 


l 


B, = [an Sinh(n)f(n}P , | (Cosh(n)) T, tel que P, | (CosA(1,,)= 0 


tin Tn 
R ra C) ra AO 
T(n,0)= J, 4r,B, a T 
re (1-2it,)P 3 (Coshir) ZP, (Cost) ‘14, (uo) 
Coshl,o) | 2T UT) 
s fhnser Jen Ce Con, (Coshhr)- P, C0) 
M Ne Tete, tir -jtir | 
Cosh(lyo) Pi (Cosh(l,)) 
dir, 
>B, =7, ja Fe (z)=-27, a 
P, (Cos(0) 
| n h(n) 
(7,0) ET (n° À S (n)) 7e (u) 
2 
P3 (CosA(,,) 
2T, —2—— 
B 1+2iT 
Or 2 F 
| D. (7) mF (1—2ir, LE (Cosh(l,o a he (Cosh(l,o ) 
B T 


n n 


_=-87, — 
®, (n) (1+4r, LP (CosA(i,,)) 


ÎTy 


= T(7,0)=-8T, D © 2 == 


Lo = Cos(0,) 
ACTE, (co) Pea 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 
Pour un problème aux limites sur une section angulaire de la forme 
AT(n.0)=0 (7,0)e0<n<l,.0, <0<6,} Lim, 6T(7.0) finie 
T(n,0),.,,=0 TOO = fn) TO, =h) 


Les calculs sont tout à fait similaires aux problèmes précédents, avec des fonctions angulaires 
différentes. La solution générale est Le la forme : 


D, (n)=P, : (Cosh(n) ) le, 
5 titn 


a = fan Sinh(n Xe. m) u, = Cos(0,) u, = Cos(0,) 


D, a ee (©) 


Bu = [dn Sim) AP, (Coshn) Ba, = Jan Sri) @n)P , „, (Cosh(n) 


P, _ (Cos(0) one (Cos(0)) 
P, „ Un) a (a) 


M [Pi (a) o% (a) 
n 2 n 
Pi A) OF. (u) 


P, (C6) 0%, (Col) 
Piz (4) F (4) 


+ B,, 
ri) o (u) 
7 Zn 
Pes (u ) O (u ) 
T@.0)= X To a i P, _ (Cosh(n)) 
n#0,+00 Hi 2 
C1 Hh 1 2 C1 LH “i H2 a W a H 
a0) OF, Un) a MOT a) Pr, Un) OT, (a) 
Comme 2 a = rée | = 
ur (4) ON. (a) ser (1) O (a) Pi, (u) a (u) 
2 2 2 2 
P, (C5) 0 (Cos) 
BA- a 
Ei (u) O (u) 
Dra De 
P, (E (a) fP, Col) oY, (Col) 
B,, réel : - 
Í fs NE (u 2)Q 3 (u) ie (4) O o (4) 
T(n,0) = : - — — P,  (Cosh(n)) 
e OA m 
P, n - reel - 
| l | P „ (m) O (u) 
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Pour le problème avec les fonctions limites constantes T(n,0), et TN, O|; = T,, İl vient les 


coefficients B», C, et la solution du problème : 


B,, _ Ta 
Z 1 
lo. oi (1+ 47,7 Z P, (Cosh(l) 
Du problème précédent Dr 

B,, = Ta 

le, (7) (1447 Er, (Coshll,a)) 
p , 
; i 7 P, (Cos(n) 
(ar) er, (ont) [Phn D 9) à 
1, (o) 9%, Un) 
k 2 


=>T0,0)=-8 $, | |p) = 


P 3 Pi (u) o (u) 
ztn ztn 
x 
P, (aY fP, (Co) o, Colo) 
T A tTn i 
L | Erry (u Jo. (u) Em (4) QT. (sn) 
2 5 TAR gaen 


Problème aux limites sur l'intervalle [l,1,1,2] 


La solution d'un problème aux limites de Dirichlet de la forme : 
AT(n,0)=0 (n,0)eï, <n<l,,0<0<6,} Lim, ,T(n,0) finie 


T(n.0),.,=0 TOO a, =0 TO = fn) 


est alors la suivante : 
P, (Coshfn) ©, (Cosa(n) 
LL 


las 
——+HiT, 
: j P 


Pas (CosAll,,) O 1. (Cosh(l,)) 
gttn 


——+HiT, 
2 


m) = Jan Suit) (no, KOD) 


D. (7)= 


B, = fan Sin) tr, (Ces) €, = Jan Sn), (Cost) 


ly bn 


T, tel que Pass (Cosa,,)0 (Cosa(,)=P,. (Coship) i (Cosh(l,, ) 
2 à a” De e RS 


B, C 
P,, (Cosaf,) ©, (Cosal,) P , _ (Cos(6)) 
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En revenant à un procédé classique de variation du paramètre, on peut tenter de trouver une 
expression de cette norme : 


d nd 1+4r E A Le Nec NEA 
L-#)L no] Pa zhi FA J a EN 


>l- 2O O-n E +e -rett ) j dz y(2)y, (2) = 0 


=T+dt y,(Z)= y (z)+dT 20 2 ee na, n 
3 2 1| _ 2O a $ 
=> P (»G)) 2 l il êz dr JU) dr Oz ] 


Zi 


Appliqué aux fonctions propres cela donne : 


P, (Cosh) ©, (Con) 
dtir, Too nl ) 5, T ir, C0 ) 
z = Cosh(n)= dz = Sinh(n)dn 


lo. f = Jan Sinto) ) (©. 0) = Lo [nee 0) a) 


D, (7)= 
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Pour ce problème de Dirichlet c'est encore plus particulièrement : 
Pi, (Cosh(n)) O, _ (Cosa(n) 
2 DV 


ITa 


z= Cosh(l,,) A Coshl,.) D, (n)= 


LES (2) 0. (z) 
2 de 2 n 
oD ôD a 
D. (,,)= Pa ()= o= o, o = s sit) 0 a) 
F m 


pory 16) 60%.) 


P, © ©: rios (e) 
j 5 ÎTy A is Tatin 
P, | (a) Qi. ( 3 
Sinh(n) Pa (n) = Re (qu) 27 2 | 
ie Os CRC) À, Ps 0) 
i 2 "_ Dar z 2 
Qi. (z,) 1 ( 1) 
HiTy +iT n=l; 
L n=lp2 
——+iT z) 0. (2) 0. (2) Pie (z) 
z - me 2 2 
ca (z O, (=) Q, | (a) Pis (2) 
Sinh(n) 2 (n) = Re zur.) +. + En 
on re ? or () ox o reo 
il z— Du 2 í DL 
Cas Z OU (z alia (zi ) 
L n 2 
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Pour obtenir l'expression de la norme : 


——+HiT (2) 0. 0. e) Ps. Z 
z 5 re 2 + 
2 1. (a) Qi 2) 1. (z,) P, 2) 
Sinh(r) E= (n) a a EL a 
n ôn n=ly imag (z) Q” (z) pins (z) 
n=ly2 he Er ii 
+7,12 2 ee 
se (a) g Lie (z) lyy (a) 
D) d K z=zj 
Pa () 9. G ge () QG) PE () 
Sinh(n) K (n) E 1 p En à 7 or us P -3i 
ôn f mi 2 Crie z) Q, G Qi a) Q: ; (a) Pi (a) 
n2 2 ITa pis ——+iT ——+iT HIT z 
3D ( ) Pa (z) 0, (22) or (2) Q35 (2) PT (2) 
AUS 1 5 $ ztn le Gin : tin P zti 
dr 2 Pi (a) Qi (a) | Fe (a) Qi. (z) "ENE (2) 
i ef en 3 TS ST ——+iT ar Tn 
DE Pa )vOs 16) bo C} 6) 
OP, (2) 1 Sa us > 7 an Er M —>+iT 
Gi 2 FX (z) ii (z) Í Dig 1) Qi. (a) Li (z) 
2 2 
Wi (z2) 20 1. (z2) CR (z) TOR () 
Dar DEN DTA Dr 
He D, (ne) - dT _ dr od, (1,1) dT zr 
dr oe, (z,) Qi, (z,) dr 1. () Qi (z) 
3 À 5 iT 7 ——+it 
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Le calcul des coefficients B, et Ca, donnant F, est le suivant, lorsque la fonction limite est constante égale à To : 


l2 z,=Cosh la 
B,= [dnSinh(n)P;  (Cosh(n)= f dzP, (z) 
bi Tati z=Cosh (os ) Tatin 
l2 a Cosh(l,2) A z,=Cosh(1,2) 
C, = [an Sinh(n)O, (Coshn)= | do, x | do, ol 
liz 27 Cosh(i,:) ge z=Cosh(i,1) Eu 


o Ep EP OP 60, ir, 60%, O- 


n =ar a 


it, 


1 . D D À ima, À D ima, 
217 -Q (z)P; ()-iQ i (Pr G)+P,. ()0 ; Grip, (2) E (z) 
7 tn LL Jtt, > Zn gta LL 


Comme a, (z)P, | (z)-P, | (90%. o) = 0 


iP, Go (z)-iz P, | GOT (z)-i0 , | He (z)+ | 
à 2(1—2ir,) ra =a in Sga n -aria ma a To in 


rie T (z; 0 ;. ()-0:. (z: P, (z) 
D 2 + D Dr 


2 Pi (2) a AET | (2) En (z)+ 
gta à 


> 
——+Hity Hit} == 
2 2 2 


Era ir +0, GPe ()-0, ENPE (2) 
gn 2 25 


CHE 


imag 2. imag 
+zP;. (a) (a) ZP, (a) (z) 
5 in Ty, EA Ty 


1 1 
AT ——+i 
2 2 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Ce qui donne formellement la solution du problème aux limites pour une fonction limite constante 
To, comme suit : 


Ps (Cosh(n)) O1. (Cosh(n)) 
= Cosh(1 = Cosh(l = Cos(0 ® Da i 
Z OS (1) Z3 os (2) Ho os( o) . (1) TA E) OEN: (z) 
: 2: n 
T, tel que en e) (a)=Pi (z D. (z,) 
fe 2 £ 2 nR 2 


GA = fan Sinh(n )(œ. (n)} ou bien 


so, (,)1 730) 93,0) RES Er AC 
z = +T, 42 = + 
dr 2 Pi, (a) Qi (z,) Qi (2) 0, (2) Pi. (2) 
> 1 gn -gtin Eu Eu 5 En 
læ. C) —. y 
ae BG] [ SG) 056) 7,0) 
Ta NA Je Dr +T, z= š D gr 22 
dt 2 Pi 2) Dre. (z) Qi (z,) Qai (z,) iy (2) 
s à 
ôP P (2) 0Q 3 (2) ðP a (ai) 00 1. (2) 
se P (,:) dt __dT p. (ln) | dr _ dr 
a 1,6) Oe a one) 
Pira (a) (2)-0:. (Ps. (2)-P,. (z) (a)+0 (GP. (z)+ 
ge re té 7 ao aen gP 2} 
2T Pi (a) d (z2)-Pi (z) a (zi) 
= gite zit gre znt 
LE |42r,140, CP G)-0, Pe a) 
CAE hi bé 20 
+aPi (GOT (G)-2P,, (z,) aa (2) 
DEN DN D t 2-7 
4 Eig (Cosh(n)) oi. (Cosh(n)) ee (Cos(@)) 
T(n,0)= D: n Dre” Ne DL 


n#0,+0 Pi, (2: . (2) Pi (z1) Qi. (2) Pi z (uo) 
DANA DT DnS DESA 2o” 
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Pour un problème aux limites sur une section angulaire de la forme 


AT(n,0)=0 (7,0)e0</,<n<l,,,0 <0<0,} Lim, ,,T(n,0) finie 
T(n,0),.,, “TO a, =0 T0), = fn) To, = fn) 


Les calculs sont tout à fait similaires aux problèmes précédents, avec des fonctions angulaires 
différentes. La solution générale est de la forme : 


P, _(Cosh(n)) O, (Cosh(n)) > ie 
Due A z A lo. f = fan Sinne. Y 


(2e) = fan Sinh(a e (Coshin) ,  (=)-ð ı (Can). (=) 


77 bn h (n) z tn = 
H = Cos(0,) H = Cos(0,) Ai Cosh(l, ) Z= Cosh(l,,) 


Pi, (Cos(0) 9% (Cos(o) 


B, 2 2a 
Pir (u) O (u) 
M 2 
P, (a) O% W) [Pi (C8) 0 (Case) 
B n 2 - - : - z 
| Pie. (JO (4) Pi (4) oT (4) 


Tatin tn = iia AA 
T@,0)= > 
(7,0) P ( ) réel ( ) 
n#0,+00 L W Oi Hi 
n gtn 


Pi - (4) o (4) 
Di Pi 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Les coefficients Bı, et Bən et la norme sont calculés de manière équivalente à l'exemple précédent, 
lorsque les deux fonctions limites sont constantes, à savoir : 


oD, (ra) 1 | F4, (z) Ou. la) O1. 2 a Gr i (z) 
= +7,92 = 
de 12260 0-6) Or Pat 
jo (nf = = 2 2? 2 
UF tif) 83.0) ne.) a a) P a) 
Ta VAI Dt 2 +7,42, _2 " 2 
dr 2 Pie (a) eut (z) Le G) C G) “he () 
2 2 É 2 
OP (2) 0Q (2) oP (z,) 60 da (2) 
2 
avec PPa Ga) _ dr dT Da Ca) _ dr _ dr 
ar g by (z) x, (z) 4e z 2e (z) Q:,. ( 1) 
Pi, ER a :..( Pa ()-P,. o s aoi 1 Wen (zı)+ 
2 2 2 


T 
z- Ah fe, s ee E e) 
ln = 2 a Th JR gh gt Tn 
Bu] 1447, 42/40, (Pte (2)-0, (ap (z,)+ 
Ea 731 Tn E ogn 


taPi (z,) Fe (z)-2z,P,. (z,) imag (z,) 
a iin 


1 1 
——+it, ——+it, ——+H#iT, 
2 2 2 
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Ce qui donne la solution : 


es (Cosh(n ) 


D, (n)= 2 dn Sinh(n b 
Gr oser eA Jan sm, nou ten 
2 n a KG 
Fe (z) 20 1... (2) cs (a) 20 i (a) 
D D 208 2 
ôP., (,:) dt _ dr 0œ., (a) _ dt 2 dr 
dr li () his (a) ee ce G) Giy G) 
2 
seh aa a a aa 
Tn \02 iis 2 +T, Z = $ an P 
dt 2 Pi (a) Qi. (zi) Qai (z,) Qi, (2) Pi (z,) 
2 1 2. on n zm 5 ET; Hit, 
e., €r) | 2T D ima, ima; ima, 
P3. (2) Q, , (z,) Q" (z) E (z,) P'S (z,) 
0®, (1) 1 zti HiT, HiT, +iT zin 
2 = +T,9 Z = + 
í 4 Ee (2) Ci G) hr G) Q liir () -Lir (2) 
Cos(0,) i, = Cos(0,) z, = Cosh(1,,) Z, = Cosh(1, ) 
Pi z) ()-0 GP, (z2)-Pi ()9 ; . ()+0 1 (GP: (z,)+ 
Din Dei DE Dh 27 2 i 


Pi, 0%. GP, 0)", a) 
Je MES Le MES. 
+26] +01, GP Gi), a Ge} 
Far GOT Ge Pr Ge) 
P,,. Cole) 0%, (Co(e) 
í P, (m) a (u) 
1, Un) 9, a) TP, (Cos(@) 97. (Cosl0)) 
A) OA 
T(1,0) = D. ar? | OA 
[e,o e BANi Ua) o (u) 
P, „(Cosh(n)) O, (Cosk(n) 
í E F () 
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Problème aux limites sur l'intervalle [l,0,+°°] 


La solution d'un problème aux limites de Dirichlet de la forme : 
AT(n,0)=0 (n,60)el,, <n<+0,0<0<06,} Lim, ,T(n,0) finie 


ou 
72 


T(n,0),.,=0 TOO = fQ) 


est construite à partir d'une représentation intégrale de type de Mehler-Fock (voir plus loin). 


Problème aux limites sur l'intervalle n€[O,+°°], z=Cosh(n)->z€[z0=1,+ce] 
La solution d'un problème aux limites de Dirichlet de la forme : 


AT(n,0)=0 (n,0)e {0 < n <+% ; 0<0<0,} Lim, 01(7,0) finie 


TO) = f(n) 


est construite à partir d'une représentation intégrale de type de Mehler-Fock (voir plus loin). 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Représentation intégrale des solutions d'un problème aux limites inhomogène angulaire sur 
l'hyperboloïde de révolution à deux nappes infini 


On a vu qu'il n'est pas possible de développer en série de fonctions propres la solution d'un 
problème inhomogène en dimension angulaire, soit sur un hyperboloïde à deux nappes complet, 
soit entre [0,+c[ ou [no,+l[. En revanche, il est possible de tenter une représentation intégrale de 
la solution par construction d'après les fonctions issues de la séparation des variables. Propre à ce 
type de problème et en raison de la condition de finitude de la solution à l'origine des variables 
sphéroïdales, il vient par exemple pour un problème de Dirichlet : 

AT(n,0)=0 (n,0)e {0 <n <c,0<0 <0,} 

Lim, ,,1(7,0) finie Lim, ,1(n,0) finie Lim, ,,T(n,0) finie 

T0), = f(n) 


Une construction de la solution du type : 
T(n.0)= [dr g(r)P, (Cosh(n)}P,. (Cos(0) 
0 2 2 


Rapportée à la condition aux limites, on écrirait : 
P, _(Cos(0)) 


A aee Vea Ce) 


Une telle construction est rendue possible grâce au théorème de Mehler-Fock qui introduit une 
transformation intégrale du même nom. 


Théorème de Mehler-Fock et transformation intégrale de Mehler-Fock 


Toute fonction f(n) peut se représenter sous la forme d'une double intégrale 
f(n) = fer, P. „„(Cosh(n )r Tanh(re) de Sinh(s)f GP, (Cosh(s)) 

On écrit re la « transformée de nener Fock» comme Maé qui suit : 

F(T)=7T Tanh(re) fdn Sinh(n)f GP; (Cosh(n) $ 

Et la transformée CESE de Mehler Fock comme suit : 


fm)= Í drP, (Cosh(n)) F0) 


Sous les de suivantes des fonctions f(x) (ou n, x=Cosh(n)): 
- la fonction f(x), x€[1,+c] doit être continue par morceau, et bornée dans chaque sous-intervalle 
[x1,x2] de l'intervalle d'intégration [1,+ce] (ou [0,+°°] dans la variable n) 


- les intégrales suivantes doivent être définies : jte zj): e faro x) Lo): 


quelque soit la valeur a > 1 pris dans l'intervalle d intégration. 
- les deux conditions impliquent que la fonction est continue sur tout intervalle [0,a] pour a fini, 
qu'elle doit s'annuler à l'infini comme e*”“lavec £>0. 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Si la fonction f possède une discontinuité à la valeur n au point de discontinuité, on écrira : 


KIN) - Uie far a TAE (Cosh(n Dfa Sinh( OOP,  (CosA(s) 


à f&@+0) : f@-0) | -Í drr Tanh(ar)P Œf VSOP, 0) y = Cosh(e) 


Une formulation équivalente s'obtient si n la T de Mehler-Fock on change de 
variable d'intégration en posant x=Cosh(n), comme suit : 


fo= l RO, 0) 
et F(r)=7Tanh| TT ) [dx fG)P;: (x) 
PUTUT U = Jar FOP, (x) 144444424444 #43 


= +ir Transformée de Mehler — Fock 


2 
444444424444 4 #44 


Transformée inverse de Mehler-Fock 


Conditions sur les intégrales suivantes devant être finies pour un réel a > 1 


falfo) et [ ax GG) 2 Log(x) 


Transformation intégrale de Mehler-Fock d'ordre supérieur 


Plusieurs transformations intégrales ont reçu le vocable de « généralisation » de la transformation 
de Mehler-Fock. Celle présentée ici est tout simplement la généralisation aux cas de problèmes 
aux limites dépendant de l'angle azimutale, donnant une transformation utilisant les fonctions 
coniques associées de Mehler. Ainsi toute fonction f(n) peut se représenter sous forme intégrale 
d'une fonction F(t), par la transformée générale inverse de Mehler-Fock : 


f(n) = Í a  (Cosh(n ) Fí) s= farr“ (x) Eí) € x= Cosh(n) 


et la fonction lanne de Mehler-Fock d'ordre supérieur, s'écrit comme suit : 


Fe MOTTE ui) (i-u ir] fansin) rone, (Cosita) 


© F(t)= i] U+ LÉ -u -iz fax FOP4 (x)e x=Cosh(n) 
mT i Fat 
on peut encore écrire : 


fn) = Í dr Pi, (Cosh(n je neo] urieh- uzir) fde sime) S (G)P“__ (Coshlg)) 
m 0 PE 


SOS farr, | GES) 


T 


rt, u Hir)(s- u -ir [w OP O) = y= Coshle) 
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Les conditions sur les fonctions pour lesquelles la formule s'applique ne sont pas très clairement 
définies, aussi on ne s'étend pas trop sur le sujet. Par exemple les conditions suivantes assurent 
l'application de la double transformation : 

- la fonction f(x) se comporte comme O(x*/?"*) lorsque x tend vers l'infini 

- la dérivée de f(x) est absolument intégrale sur tout intervalle fini entre 1 et l'infini 

- la fonction f(x) s'annule en O, f(0)=0 


Toutefois il est plus que probable que pour une fonction bornée et à support bornée, le théorème 
peut s'appliquer. 


Si la fonction f possède une discontinuité à la valeur n, on écrira au point de discontinuité : 


pa. (Con =: ntir}(s- nie): 
PEOP Fa 2 z 2 2 
2 +00 
? [x [de Sins) FOP4. (Cosh(c)) 


iT 


P3 oane usir Z-a) 
 S&+0)+/f(x—0) =f ae m 2 2 a 


2 A 1e l = x= Cosh(n) 
x [dy OP O) 
0 2 


Solution du problème aux limites de Dirichlet sur l'intervalle [0,+°1 
Illustrons cette construction pour le problème aux limites défini auparavant. 


AT(n,0)=0 (n,0)e {0 <n <c,0<0 <0,} 
Lim, ,,01(7,0) finie Lim, ,1(n,0) finie Lim, ,,T(n,0) finie 
TO) =f) 


La fonction dans l'intégrale se révèle donc bien être la transformée de Mehler-Fock de la fonction 
limite du problème, à un facteur près dépendant du paramètre T : 
A P, (Cos(e) 
T(n,0)= | dr F(r)P,  (Cosh(n) 
[er Fes, Cette) 
2 


iT 


avec F(t)=T Tanh(re) |an Sinh(n)f GP , (Cosh(n))=7 Tanhre) [ dx JP: (x) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple d'une fonction limite constante , à support bornée, sur un « rayon » l, et nulle ailleurs. 
Il vient la transformée de Mehler-Fock : 
T nelo,i,] F(t) ' 
= => ———— =T, | dn Sinh\n)P Cosh Syy dz P Z 
ro O a nlansmh)r, (Gant fer, 6 


Cosh(l, ) 
z)=Pi ; © = far (e)- 220) 20) 


1 


T 1 h p 1. A 
À - + x) ra 
2 


C0 q 
_ P 
TTanh(rt) 2it 


e (P, (Gain. (Cost, )) 
tTanh(at) ° 2iT 


Comme  P.(Z)= P (z) = P (CosAll, )= Po (CosAl, e P, | (CosAl!, ))= P (Coshll, )) 
2 2 2. 


UE 1: 


2 


P, (Cnil )-P (cal) | 
Posons z=P_ (CosAll, )= 2 f 2 =* = 
zoin 2i 2i 


=> F(t) à valeur réelle 


La solution du problème aux limites d'un hyperboloïde à valeur constante à support borné sur sa 
surface latérale s'écrit donc : 


f OT }n (Con, ) P, (Cos(6) 
T(n,0)=T, [dcr Tanh(xr) 2 = 2 
0 IT 


Piz Cos(0,)) 

=ar , 
Avec un hyperboloïde d'angle d'ouverture droit, soit le plan (x,y), dont un disque de rayon Sinh(l;) 
est portée à la valeur To, le profil sur l'axe z est obtenu comme suit : 


. r  (Coshlt,)-P,  (CosAli, ) P, (Cos(@)) 
T(0,0) CH Se SE 
ze[0,1] > nr [arr Tanh(xt) 


0 


2it #0) 


+0 a (CosAl, )- P (CosAll, ] Pa (Cosh(n)) 
zooj 2 [arc Tanh(rt) 2 2 a 
To 0 2it P, (0) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Avec la valeur connue de la fonction conique de Mehler d'ordre zéro, il vient : 


Jr 


Tanner 3 + Ey 


z e[l] > = [dr 


x 


P : (CosAll, ) — 


2 4 2 


r, (conl, ) 


x 


P, (Cosh(1,))- 


. E 
l 2 IT 


Tanla ori + QUE Ex 
4 2 


4 2 


P, p (CosAll, ) 


; |, 1. (Cosh(n) 


1 ——+iT 
l 2 


Traçons les graphes de ce profil (chaque profil représente un intervalle d'intégration de plus en 


plus grand d'abord [0,5], 


problème(voir le résultat en coordonnées sphériques) : T2) 


NintegratelRalr(à-© ser =) + +) tanh(zr r) Re 


Æ 


sin) |1 so j 


e | 


NintegratelRe[r($ ee LE 


x 


sn) y “aij j 


— + 


Nintegrate! fRar(i- sz 5) ré +) tanh(x T) Re 
— 1- x = 
sin) j1 dai int) | j 


P}, eneg 


2 


y otin } 


[0,10] et [0,20], que l'on compare avec le profil connu d'un tel 


sé) 


i 


247 


12 P3 „(oshin ji 
5 


2 


PO, (4r05] 
gr 


i (oshin } 


i 


P. (0)4r.0.101] 
=g T 


Ph (x){r.0.20)] 
-3u T 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple d'une charge placée sur l'axe z des coordonnées induisant une charge sur l'une des nappes 


de l'hyperboloïde conducteur parfait, placée au potentiel nul. 


L'iso-surface d'angle constant 8-60 est une hyperboloïde à deux nappes : 
z x? + y” 2 p’ 


Z 
— =1 — =1 
a? Cos?’ (0,) a?’ Sin? (0,) a? Cos?’ (0,) a?’ Sin? (0,) 


p= +y > 


2 

p 
EU 00 1 T A 
J o a? Sin? (0,) 


EEEE A z p a = aCos(6,) 
L'équation réduite de l'hyperbole —-— =1 > : 
a P = aSin(6,) 


Distance focale c = Ja’? + B? =a 


La charge placée sur l'axe z à la distance c engendre un potentiel de la forme : 
x=aSinh(n) Sin(9)Cos(o) 


T l 3) 2 T, _ T, y =a Sinh(ņ) Sin(9)Sin(o) 
ju Jx +y+(2-c) Jx +y +(2-c) z = a Cosh(ņ) Cos(3) 

c=a 

T,(n,9)= 2 = 

Jæ Sinh? (n) Sin?’ (9) + (a Cosh(n) Cos(9) -aY 
To 
f a° Sinh’ (N) Sin? (9) + a° Cosh’ (N) Cos? (9) + a° — 2a? Cosh(n) Cos(9) 
V 
T 
E Je Cosk m) + a° Cos? (9) — 2a° Cosh(n) Cos(9) 
To 
S= a(Cosh(n) — Cos(9)) 


Pour trouver la solution du problème de Dirichlet, on développe la solution sous la forme : 
T(n,9)=T.(n,9)+T, (7,9) 
= T(n,9)=0= 7 (n,%)= t 


a(Cosh(n) — Cos (9% )) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Le potentiel Ts est calculé à l'aide de la transformation de Mehler-Fock sous la forme : 
P, (Cos(8) 


@0)= [ar EC)P , (Cosh) Ta 

avec F(t)= r Tanh(zr) [dx fP, (x) f(x) = TE T ) 
7 a Pi,,@) 

SOE S 


dx —— Z P CCa 
$ kea Cosh(xr P el D) 


J 
TATT anh(nr) „ ( 


1 


ANE a Cosh(xr) ar Co )) 
P , „C Cos()) 
= Tr, tTanh(at) -+ 
T,(n,0) = a 4 Cosh{rr) Ta (Cos(,) Fi (Cosh(n))P + AQU 
P, (- Cos(%)) 
E T Tr, tTanh(at) -5+ 
T(ņ,0)= Í (Cos(6,) Am a ER O) 


a(Cosh(n) — Cos(9)) a 


0 


Cosh(at) P, 
gre 
En prenant la forme de la transformée de Mehler-Fock cette fois-ci sur une angle 6 quelconque, il 
vient : 
>, (Cos(e) 
2 


T,00)= [arr OP, Ch) Te) 


E 1 _2tT anh(xr) 
OT (x— Cos(9)) Se Cosh(rr) A Con) 
1 __‘, TTanh(xr) 
=> Cosh) Cos) da T CONE) Pi GCE n GE) 
: l P, (-Cos(3,)) 
t Tanh(zrt) DE 
T(.0)= Í Aa a P, Ce tp COEDEN) 


Soit une forme disons plus symétrique de la solution, qui permet de voir que la solution s'annule 
bien sur la surface de l'hyperboloïde : 


[eos a ans, Go) 


TT anh( = 3 
EURO =f Ponte) Cosh(rr) ECS) 


x 
Pi (Cos(0, ) 
2 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Il reste à démontrer la formule utilisée précédemment : 


P, „œ 


de E p, (-Cos(s 
dus Cosh(xr) À os(8,)) 


Cos(rs) 
V2Cosh(n)-2Cosh() 


2 V2Cosh( (zr) Cos(rs) 
GE T i m q x+ TIE 


P 
pa ON eea (ar)? fu Cos(rs) 


PA (Cosh(n 2 ja ç 
2 


t- 
——+iT 
2 


De pl d. < 
Éd l i x— Cos(,) li x— a Je l ? Jx+ Cosh(c) 
Jaco (zr) 1 

T Ja es 7 f Le — Cos(9,) ,/x + ECO 


Pi. 0) 
E 2 f pr faç Sinh(n) Cos(rs) 
x—Cos(9) m3 9 Cosh(n)- Cos(%) J2Cosh(n)-2Coshlç) 


+00 n +00 +00 
Intervertissant l'ordre d'intégration selon la formule Í dn dç f(n,s)= [ds [an f(n,5) 
0 0 0 


P, h (x) +00 +00 . 
Gr - V2 ne [an A) Cos() = x= Cosh(n) 
x—Cos(4,) 1 Cosh) - Cos (9) JCosh(n)- Cosh(ç) 
=— 2 fac Cos(rs) | dx i 
Cosh(s) X— ns vV X — Cosh(c ) 
+ 1 1 +00 P, (x) C ) 
d oO m A R -2+ir 5 os(ts 
A an Joe D Ca) A fe * nca) 
7 Cos(rs) T 
Comme V2 Íd = P Cos(9 
ui J i JCosh(ç)- Cos (9) Cosh(rr) a os(9)) 


nt 
2 IT = IT 


= P Cos(%)) cq.f.d 
=C) Cosh(xt) o os(%)) cq.f 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple d'une charge placée à l'origine des coordonnées induisant une charge sur l'une des 
nappes de l'hyperboloïde conducteur parfait, placée au potentiel nul . 


L'iso-surface d'angle constant 8-60 est une hyperboloïde à deux nappes : 
z x? + y 2 p’ 


Z 
— =1 — =1 
a° Cos?’ (0,) a? Sin? (0,) a? Cos?’ (0,) a’ Sin? (0,) 


DEN 


2 


=> z=+aCos(0,).| 1+ ii Distance focale c = Va? +p? TA 
a” Sin (0) 


EN 2. P a = aCos(0,) 

L'équation réduite de l'hyperbole —-—-1—= | 

a” P B = aSin(6,) 

La charge placée à l'origine engendre un potentiel de la forme : 
x = aSinh(n) Sin(9)Cos(o) 


T, 
T, (n,9)= = & 4 y = a Sinh(n) Sin(9)Sin(o) 
q 2 2 2 
MERE z = aCosh(n) Cos(9) 
T, T, T, 
T,( ,9) 0 0 0 


af Sinh?) Sin? (9) + Cosh? (n) Cos’ (9) a Cos’(9)+ Sinh?) a Cosh) -— Sin? (9) 
Pour trouver la solution du problème de Dirichlet, on développe la solution sous la forme : 


T, 
T(n,9)=T (1,9 +T,(n,9 sn) 0e TLANE= 0 
l ) À ) l ) l ) l ) a ]Cosh? m) — Sin? (9) | 


Le potentiel Ts est calculé à l'aide de la transformation de Mehler-Fock sous la forme : 


a P, (-Cos(8)) 
T(n,0)= | dt F(t )P Cosh 2 car 020 
(78) l ©) sal OT Cos(0,)) ? 
2 
+00 T 
avec F(t)=TtTanh\rrt )| dx f(x)P x) f(x)= 2 
l ji i ) ax — Sin” (Q) 
> a th 00) a Pa Er O e — 
> F(r)=-"rTanh(rr) | dx 2 or f ax 2 =— f + I 
a 1 xX — Sin? (Q) o V+ -l 247 4 2 4 2 
+0 Pi. (x) +o Eris (x) P, (Cos(%)) 
5 f dx 277 EA dx 5 _ 277 f 1 + l I 1 z) 
à de — Sin (9) 3 Jr + Cos’ (9) -1 24r 4 2 4 2 
T. nc) 1 it 1 it 
F(r)=-"rT 2 i ię ] > 
> F(t) À T anh(xt) Re (z+ z) É z) Si Cos(9,) > 0 
T Pa AELAD) 1 ir fs it 
T = —— Te 2 T T P P — 
07,0) PA l dtt anei Eco) + z) É z) ia M) ATN Cos(0)) 
ui 
T 
T(ņ,0)= : 
a|Coshk? (n) — Sin? (9) 
T F Py CO 1 it) {1 it 
= 0 Te 2 T F P P — 
ét) at Ea E) Ge (cest) 
2 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


En prenant la forme de la transformée de Mehler-Fock cette fois-ci sur une angle 6 quelconque, il 
vient une solution sous une forme disons plus du 
Pa _(Cos(9)) 
+i 


1 25 1 
Sœ Ta © t Tanh(at) TA RE re z) 
i = Pis (Cos(9)) | 
= | drrTanh 2 T P, (Cosh 
7 Tom- so JG m 2 : Ta osh(7)) 
1 1 
AGE N a NCES n)r GG Ey 
0)= d 
Des | | P, (Cos(3)) + si (- Cos(@)) 
P, (- Cos(0,)) Four 


ir l it l it 
Te 2 T r 
FRA E _(-Cos(8,)) a à È z)” 
aie 


«fe 1, (Cos(9))P, (-Cos(8,)-P, (Cost%))P, (- Ce} 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 
Solution du problème aux limites de Dirichlet sur l'intervalle [no +! 
Pour le problème de Dirichlet suivant : 
AT(n,0)=0 (n,0)e {Mo <n <,0 < 0 < O} 
Lim, ,,01(7,0) finie Lim, ,1(n,0) finie Lim, ,,T(n,0) finie 
T(n,0),, =0 TO, = f(n) 


La solution recherchée se développe sous la forme : 


+00 P 1 
TU,0)= | ar rejo., (Cosm Pı (Cosh(n))=2 ,_ (Coshln)}P CO 


x 


|r, (E Coshm))P, (Conn)-P, (Con }r (= Cosh) 


——+iT ——+i ——+iT 
2 


2 2 


ou T(7,0)= | dr G(r) P, (Cos(0)) 


— —— 


La fonction radiale est à valeur réelle, en effet : 
D(n)=9 ,  (Coshm))P ,  (Cosh(n))-2 , _(Coshln))P , (Cosk(m)) 


—+iT it ——+iT ——+iT 
2 2 2 2 


T 
C = —— | P —z)-iSinh{xt )P 
is Q 1,6) | À 2) iSinh(re) aO) 


2 


=>0 , (Coin)? (Cosh(n)-2 , (Con)? (Cosh(n))- 


(P, Can) Se, (Costtn)]P,_(Costtn)- 


m -3 Cu 3 iT 


PMES p, (Com) OT 0) 


+iT —+iT 
2 2 


= de P i 
2Cosh(xr) RL SaR Fo à ir 
Or P 1 _(Cosh(n)) réel et P; (- Cosh(n)) réel 
SAT 2 


—+iT 
2 


: (- Cosh )IP , , (Coshln))-P (Cosh )P , , € Cost) 


Et la fonction de l'intégrande se calcule à l'aide de la fonction limite par l'introduction de la 
transformation intégrale donnée ci-après. 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Représentation intégrale modifiée dans le cas d'un problème aux limites de Dirichlet 


inhomogène sur [ns,+°°[ et homogène en n= na première forme d'après l'article de 
N.A.BELOVA.Ia.S.UFLIAND, « Dirichlet problem for a toroidal segment », PMM Vol. 31, No. 1 
1967, pp. 59-63 » 


Dans la suite de l'exposé, on utilise donc la propriété : 
m E 
Q, (== ?, (-x)-iSinh(zr)P, (x) 
——+ir 2Cosh(xr) —=+ir ——+it 
2 2 2 
De même les variables x et x, sont reliées aux variables en coordonnées sphéroïdales allongée de 


la manière suivante : * ~ Cosh{n) et x= Cosh(n) 


La fonction limite f(n) admet une représentation en double intégrale de la forme : 


a Sia) ee Go)P:,0)-0:,0)P:, 6 ) i 
(4 ir) O1. C) Cosh’ (at) 2 2 2 


foroo, nen n GP. E) 


—+iT Shr ——+iT 
2 2 2 


+00 


f= Í dr 


Xo 


Jaroo,, (Pi O0 r CP. e) 


——+iT ——+iT ——+iT 
2 2 2 


que l'on décompose en deux transformations intégrales : 


re farejo, e, 6-0, P, (| 


DE arte, 7, 6-0, 67, 6) 
Qı o 


——+iT 
2 


Xo 


En utilisant l'équivalence avec les fonctions de signe opposé, il vient : 


sæ- farer, + i (P, P, = 


Pae r Tanhlar) TA al dx f( de, T „C Lam aT TG 3 


Xa) 


| ne 
——+iT 
2 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Ce qui nous donne la forme intégrale suivante : 


Qi. (x)= 


——+iT 
2 


2Cosh(xr 


2 


t Tanh(at) 


z l n (x) iSinh(at )P ig (xo ) 


> F(r)= C 


——+iT 
2 


i 9) : Sim (se[ P 


KO 


g _—_— ( P LE m ] + sim (ar| P Lp | 


fa CL , (x)? 


——+iT 
2 


1 


Soit pour résumé et en simplifiant les termes, les formules intégrales sont les suivantes : 


re farejo, eP, 0-2, OP, (6) 


F 
o. 


ou bien 


Sfœ@= [dr Fr? (x)P, ()-P 


1 
——+i ——+i 
2 2 


+00 


——+it ——+iT 
2 2 


t Tanh(xt) 


GED Ta Os, P, 69-01, OP, Ga) 
| (x, | Xo 2 2 2 2 


——+iT 
2 


F(t)= l, 


= | dx 
ne 3 tsil] P, (a) i 


Par condensation des deux transformations intégrales : 


f(x) = Î dt 
ou 


f(x) = far 


ME), (sr, 
o OA (xo) ? 


——+iT 
2 


«fa ro RE (KP: 


Xo 


t Tanh(at) 


——+it ——+i 
2 2 


8-0, P, 


Xo 


( Me x) + Sin (re 


oroke Ca, 


al | 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


On retrouve la transformation de Mehler-Fock lorsque la borne inférieure de l'intervalle 
d'intégration tend vers zéro. Dans ce cas les deux termes suivant deviennent dominant : 
Qi. (x) > Pa. (-x5)— œ% 

TNT STE 


Il vient alors immédiatement : 

f(x) = face rer, foror .O) 
72° 

qui est la transformation et son inversion. 


Remarque : L'article de Belova et Ufliand affirme que la fonction 
Or (o) Pi (x)- Oi GP: n (xo) 

2 2 2 est à valeur réelle quelque soit la valeur de x et xO, c'est 
bien le cas en effet la partie imaginaire de la fonction de deuxième espèce est proportionnelle à la 
fonction de première espèce qui est effectivement réelle (voir aussi une démonstration à partir des 
formules de connexion des fonctions de Legendre donnée dans les propriétés des fonctions 
coniques de Mehler) : 


o, ordo, (mfo, 6) e mo, @)=r0P, 09 


S0, P, 0, OP, Ro, DP rdo, O e) 


L'immédiate conséquence c'est que l'on peut employer la partie réelle de la fonction conique de 
deuxième espèce. On écrit donc immédiatement les formules de représentation intégrale comme 
suit : 


fo= fertfrlo,, we ordo, OJ, o) 


i a O a CR (a) 
Q, Co) | | | 


——+iT 
2 


Remarque : en analysant les résultats de cet article et le comparant aux résultats d'un article de 
nature similaire : A.F.Ulitko « On a generalization of the integral transformation of Mehler-Fock », 
SOVIET APPLIED MECHANICS, Prikladnaya Mekhmnika, Vot. 3, No. 5, pp. 45-49, 1967» , on peut 
montrer comme on va le voir ci-dessous que les deux représentations intégrales sont totalement 
équivalente. 


Mais avant de montrer cette équivalence introduisons la forme alternative de représentation 
intégrale . 
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Représentation intégrale modifiée dans le cas d'un problème aux limites de Dirichlet 


inhomogène sur [n,,+°[, homogène en n= no, première forme d'après l'article de A.F.Ulitko « On 
a generalization of the integral transformation of Mehler-Fock », SOVIET APPLIED MECHANICS, 
Prikladnaya Mekhmnika, Vot. 3, No. 5, pp. 45-49, 1967» 


Cet article introduit une nouvelle fonction indépendante logiquement combinaison linéaire des 
fonctions coniques de Mehler de première et deuxième espèce. La fonction est choisie de telle 
manière que ses valeurs sont réelles. On utilise ici les fonctions coniques suivantes, la première 
étant la classique fonctions coniques de Mehler de première espèce : 

x=Cosh(n) x, =Cosh(m) 


OE me o, (9 o, 0) o eo PO w) 


La formule de transformation intégrale proposée dans l'article revêt la forme : 


Cr sa | er (cantr)}» 


——+iT 
2 


f= | dr 
x| ae mr, Ge, (Coste) -L GP, (Ge) 


+ ——+iT —— 
1o 2 2 2 


< x=Cosh(n) y=Cosh(s) 


cash) e e 
F La ( E (x)-L, ( )P ( ) 


f(x) = far 


Jarofe, ed 0r P 0) 


——+it = FIT ——+iT ——+it 
Xo 2 2 2 2 


Cette formule a le mérite de redonner la transformation intégrale de Mehler-Fock lorsque la borne 
inférieure de l'intervalle d'intégration tend vers zéro. 
Cosh\xt Cosh\xt Xo +1 
Li (x)= HE o, (a) Qi (x) T PME) roef 2H) 
2 2 


SE Xo -1 
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Dans ce cas le terme diverge et devient le terme dominant de la transformation intégrale, il vient 
immédiatement : 


f@Y= Lim f jar, Er CP Ai dy f(}P,. () 
Xo Sge 22 


——+iT 
1. 2 
——+iT 
2 


> f(x) = Í dzz Tanner}, foso) ©) 
72 
qui est la transformation a et son inversion. 


Équivalence des deux représentations intégrales de Belova-Ufliand et d'Ultiko 


D'après la forme de la nouvelle fonction introduite par Ulitko, il vient : 


p, ieo, Ge, 6) 2,,0- 24/0, 640, ,0) 
ne O- LE  ()-iSinhlar)P , no) 


Se 2Cosh(xt) Me te 


= rt) j eeue 


L, ardo, (6) 


——+iT 
2 


=. (x) 


L'emploi des fonctions propres d'Ulitko conduit alors aux formules d'intégration suivantes : 


crah) i . n 
kosia C T oenl ) Lra o)P ai ) 


faroe, Ge, (y)-L 1. Ge, 6)! 


t Tanh(xr) ee (rr) | Pal ro, f w) z kdo... (x ji ' 


2 3 me 
o, (1) 4Cosh°(xr) 
2 


> fœ= [dr 


> f(x) = fa 
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Ce qui est exactement la forme employée par Belova. Pour conclure on décompose en deux 
transformations intégrales que l'on dénomme Belova-Ufliand-Ulitko comme suit : 


re far rende, we -rdo o) 6) 
ro jade to) Lordo, o] 0) 


——+iT 
2 


© 


sæ Fareli, P, -L 0P) 


——+iT ——+it d iig atii 
2 2 2 2 


e - a | j Í ds seft, GP, L OP 65) 


Forme intégrale des solutions des problèmes aux limites de Dirichlet sur des hyperboloïdes 
tronqués 


Les formes intégrales données ci-dessus permettent de construire la solution du problème de 
Dirichlet suivant : 

AT(n,0)=0 (n,0)e fn, <n<w,0<0 <06,} 

Lim, ,1(7,0) finie Lim, ,,T(n,0) finie 


T(G,0),, =0 T0), =f(n) 


7=10 
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Et par identification des termes avec la forme d'Ulitko, il vient : 
Posons x, =Cosh(n,) x=Cosh(n) 


TG, 6) à Í dr rofe., (xo Mo (x)- Piy (xo Kii o) P (Cos(0, )) 


avec F(r)= Ce ar J ja soe rp CE a OL i P HO 
HE (PE E efas, -L ofere, 0 


Et par identification des termes avec la forme de Belova et Ufliand, il vient : 
Posons x= Cosh(n,) x=Cosh(n) 
X P, _(Cos(0)) 
Tao) = faroe odo, 0))-rdo,, oP, TE 
0 2 2 2 


+ 
2 


rTanh(e) | dx sofr MONE e w) : rdo, o Ji MO 


avec F(t)= =o E 


o, 6) 
Soit F(e) > P, (fasor (e, o-do, (x) fasor, (9 


Prenons un exemple simple où la fonction est constante entre n€[In0 et In1] puis s'annule au delà : 


roly LEA 


Cosh(l 
| | 
=> dxP, (x)= G (z)-P o 
0 nest) ea a" d- mn ir) RE e a 
2 


Cosh(1,1) 


Cosh(1,1) 
Idem avec Í dxL Ge: 1o ()-L,. J 
Cosh(l,o) ot À- : + ir) p 1 pl Sal Coshlno) 


Cosh(1,1) 
sie -7 (Con, )-2, (Coshli,)-P (sil) 2, (Gas. )) 


—+iT SIT —+iT 
2 2 2 


ho. CAE (cos, )-L (cos, )-L (Col, )+2, CA) 
Cosh(l,o) a SE Je 2 2 
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On remarquera que les valeurs des fonctions coniques de première et deuxième espèce modifiées 
par Ulitko sont toutes deux réels. En effet d'après les propriétés miroirs des fonctions coniques 
(Legendre) et des fonctions construites L, il vient : 


EG=EG)= Pr. 
Se 


T 


G)=r Qer, (x)= P, (Xx)=z-P, (x) = 
2 2 


T DRE —+iT 2i m 2i 
Et de même : 


Li (x)=L, (je L IST (x)= Posons z=L, (x)= - = — 
Hit it it Hit Hit Di Di 
2 2 2 2 2 . 

Il reste à remarquer que les fonctions propres sont elles-mêmes à valeur réelle, pour la fonction 

conique de première espèce, nous l'avons déjà remarqué. Pour celle de deuxième espèce, il vient 

toujours avec la propriété miroir (voir également les propriétés des fonctions coniques de Mehler 


en fin de section): 


Q; (x) = 0, (x) 


D. bot >Q, G)=0: & 


——+iT ———iT 
2 


2 


a > i r)  Sinh(rr) 
Sin : + 2) Cosh(rr) 


>Q, (x)=Q ” (x)+ix Tanh(xr)P, >P, =+ Corante] 9 i (x)-Q "E w) 
E AE one SE T T ——-iT 


et v= -4 +it > Cotan(vr)= = —iTanh(xt) 


O0: ()=0: (G)=0: ()-irTanh(rr)P, Œ) 


=Q, (x)-Q, (x =-—in Tanh(zt)P , (x) 
= z it P 


——+iT ——+iT 
2 2 


SR. =E Coins) 0 k (x)-0, | 9) 
ni T 
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La solution du problème aux limites d'un hyperboloïde tronqué à valeur constante à support borné 
sur sa surface latérale, et nulle sur la troncature s'écrit donc : 
Posons x= Cosh(n,) x=Cosh(n) 


Tanh(xr)F(r) 


sms) x e) + EC ) 


x 


T(x,0) = far 
0 


L, „Cosh ))- L, (CosAl,,) L, (Coshll))- L, (Coshll,a)) 


iT —+iT ——iT 
2 2 


P 1e à s 
Eu 2i 2i 


Pi. (Coshll, )- P (Coshll, ) P (CosAs, )- P (Coshll, ) 
2 2 


B L 3 3 iT 
“Lu Gi) 2i 2i 
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Représentation intégrale modifiée dans le cas d'un problème aux limites de Dirichlet sur 


[no +f et Robin homogène en n= no , d'après l'article de N.A.BELOVA.la.S.UFLIAND, «Torsion of 
a truncated hyperboloid », PMM Vol. 34, No. 2, 1970, pp. 349-354» 


Contrairement à l'article qui exhibe une solution à dépendance azimutale, ici nous nous 
restreignons volontairement à un problème axi-symétrique sans dépendance à l'angle ®@. Les 
formes intégrales données ci-après permettent de construire la solution du problème aux limites 
suivant : 

AT(n,0)=0 (n,0)e{n, <N <%,0<0<0,} 


LimsT(n6) finie Lim, TOO) finie a, 06), pr(6) =f) 
00 a 
x=Cosh(n) dx=Sinh(n)dn 7? OT (7.6) + B,T(n,0)  =0= a, T0), B, (0) =0 
Sinh(n) ôn l 1 &x i 


n=no n=Nġ 


En posant : * 7 Cosh(n) et X% = Cosh(n,) 
de la solution est la suivante : 


, et en appliquant les conditions aux limites, la forme 


72 rE 00 
oQ ; (x) aP, i 
Yr (x, xa) Qy 7 + P,Q 1 (x) Pi (x) dy ox +P,P Co) Q, 0) 
2 2 
Ô ; 
> y 2 HG) = 0 
n=No 
F oQ 1 (Cosh(n,)) 
7 +ßp,Q ı (Cosh(n,)) xP, (Cosh(n))- 
Sinh(n,) on Lie vir 
A e a, (com) 
n 2” P, (Cosh Cosh 
Sinh(n,) ôn +A, l „l Ce ( o)) xQ, aa (7) 
ŒAUIUN) 
CH 4110) | =0 
bn + B,y,(n n) 
P} (Cos(0)) 


= +ir 


Tn.0)= [ar F(c)y.(n.m)— 
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Cette forme de solution revient à rechercher un développement intégral spécifique de la fonction 
limite f(x), dont l'article exhibe la transformation inverse comme suit : 


f x)= fat rtf) F(t)= z kanlar) 3 f ax f(x)y. (xxo) 
0 ôO 1. (xo ) Xo 
a a he 1,4 (xo) 
x tir 


Résumons la forme de la solution formelle de ce type de problème : 
AT(n,0)= 0 (n,0)e mo <n <æ,0<0< O} 


Lim, „T(n,0) finie Lim, .T(n,0) finie à 2 (0), ÿ,r(7,0) = f(n) 
0=0 
x= Cosh(n) dx= Sinh(n)dn no ul BIT) =0= a, 2 (me), BTE) =0 
89 1. (x) aP, ( 0) 
nx)ele, +0, 6), a ar, 6) 0,0 
Pi. (Cos(0, ) 

DO PaP i (Cost J= ao5in(8) E 
Ho t Tanh(x) T Ger P, _(Cos(0)) 

20 4 J x)y (xX Xx) > (n, )= Jarre her) Es 

dy ee Po 1. (x) 


On retrouve la solution précédente du problème homogène de Dirichlet sur la troncature, en 
posant à,=0, 6,=1, @:=0, 65-1. Et pour le cas a,=1, 6,=0, a5=0, 8:-1, on peut alors exhiber la 
solution pour un problème homogène de Neumann sur la troncature : 


AT(n,0)=0 (n,0)e fm <n <,0 < 0 <0,} 
Lim, 1(n,0) finie Lim, ,,.T(n,0) finie T(n,0),., = f(n) 


X 
ÔT(n,0) ÔT(x,0) St -3+i7 
x os (n) ôn len a, x Le Ye (x x) NN = ie (x) NE Oiz 
m h(xt) 1. Cos(@)) 
F(c)= Tian dx f(x Jy. (x, x0) > T(n,0) dt F(t (t)y.(n, r TEE Aa 
0, a) Í A V7 C) 
= 2 a 
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On précise également que le noyau est bien une expression réelle : 
0Q :.. (0) aP, (%0) 
2 


yena +80 1,60) Pi, O ar EHAR p) 0,0) 


Ox ox St tir 


Car elle est formée par la combinaison linéaire des deux expressions qui sont toutes deux réelles : 
Pr (,%0)=Q 1 (o)P:. G)-P, o), (x) eR 
2 2 2, 2 
ôO 1. (x) ôP, (x) dj (x y) 
2 P _ 2 — lr d R 
ox Hit (x) Ox Bin (x) y = 


> y, (x, x)= €, Ya (X, Xo )+ By Yu (x, x0) eR 


pbs) 


Y—Xo 
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Le système de coordonnées sphéroïdales aplaties (oblate spheroidal 


x=cCosh(n) Sin(9)Cos(o) 
Ce système de coordonnées est défini par le changement de variable : „ = & Cosh(n) Sin(9)Sin(@) 

z=cSinh(n) Cos(9) 
Typiquement nous recherchons la solution du problème aux limites intérieur en coordonnées 
sphéroïdales aplaties sur un espace bornée dans les limites ” © [0+0] : 9ef0,x] ; wel0.27] 
soit nEelmm] : SEa] : o elpo], Notons que sur la tranche O=r/2, le système de 
coordonnées comporte un cercle limite lorsque n=0: 2, y=c z=0: Par contre l'iso-surface 
n=0 est donnée par le disque de rayon a sur le plan (x,y) (tracé concentrique de cercles successifs 
de rayon aSin(®) sur le plan (xy)) *=<Sin(f)Cos(p) y =cSin(#)Sin(p) z=0. Dans ces 
conditions le domaine ” e [o.7,] ; Selo,r] ; pe[027] paramètre bien complètement tout 
point intérieur du sphéroïde aplati en coordonnées cartésiennes. 


Le Jacobien en coordonnées sphéroïdales aplaties et la métrique sont : 


CEC 
On 00 öp cSinh(n)Sin(9)Cos(p) cCosh(n)Cos(8)Cos(p) —cCosh(n)Sin(9)Sin(o) 
J = det < = E =det| cSinh(n)Sin(9)Sin(@) cCosh(ņn)Cos(Q9)Sin(g)  cCosh(n)Sin(9)Cos(@) 
LD cCosh(rm)Cos(9) — cSinh(n)Sin(9) 0 
ôn 09 p 


= € (Cosh*[n] Cos[9]Sin[ 9]+ Cosh[n] Sinh[n]Sin [S] 

= c° Cosh[n]Sin[9](Cosh’[n]Cos? [9] + Sinh? [n]Sin [9] 

J = °Cosh[n]Sin[9] (Cosh? [n]Co’s[9] + (L - Cos’[9])Sinh°[7]) 

J = cCosh[r]Sin[9Cos?[9]+Sinh?[n]) or Cos/[9]+Sinh?[7]=Cosh?[7]-Sin° [9] 

J = cCosh[rn]Sin[9](1-Sin°[9]+Cosh°[n]-1) 

J = cCosh[r]Sin[9Cosh?[n]-Sin?[9]) 

ou bien 

J = cCosh[r]Sin[9(Cos?[9]+ Sinh’ [n] 

J =0 & Cos[9]= +iSinh[n]— singularité du Jacobien 

ds? = (Cosh? [n]- Sin’ [9]Kdn? + d0’) + c°Cosh’[n]Sin [9]do? 

ou bien 

ds? = (Cos? [9]+ Sinh’ [n]Kdn? + d0?) + c?Cosh?[7]Sin°[9]dp° 

L'équation de Laplace en coordonnées sphéroïdales aplaties 3D (n,ĝ,ọ) s'écrit sous la forme 
orties [Te 9,9), Tann TLP) 4 PTP) | Cotan) unde 

c?°(Cosh? (n) — Sin? (0)) ôn ôn 00 00 


5 . 
men _ 1 z © FE) ED CC 1 iU) Th = Sinh(n) Coian(o)= CoO) 
EOE E RD Sinh(n) Cosh(n) Sin(0) 
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Le gradient dans ce système de coordonnées prenant la forme : 
Grad(T (1,0,6))= 


1 (2229) (7029); J 1 es 
3 n 0 4 $ 
cJ(Cosh? (n) - Sin? (0)) ôn 00 cCosh(n)Sin(0) Of) 


Les conditions mixtes de Robin sur une iso-surface n=Cste ou Ü=Cste prennent alors la forme : 
Iso — surface n = Cste 


1 ÔT(n,9,@) 
V(Cosh°(m)-Sin?(0)) ên 


CL. a 


+ BT(n,9,çp) = f(9,0) 
Iso — surface 9 = Cste 


1 OT (n,9, 
a = = GED), BTA, Sp = faa P) 
J(Cosh(n)-Sin?(0)) 39 Le 
Si les conditions sont homogènes, et dans le cadre de la méthode de séparation des variables, il 
vient : 
Séparation des variables = T(n,9,@6)= RMO (o) 


C.L. 


Iso — surface n = Cste Iso — surface 9 = Cste 
CL. a l OR aka) so VEE g l O sos) 
(Cosh? m) - Sin? (0)) ên D V{Cosh?(n)- Sin°(6)) 39 ia 


La variabilité radiale et angulaire de la condition aux limites introduit donc une difficulté de 
résolution supplémentaire puisque le système de valeur propre et fonction propre radiale ou 
angulaire dépendrait alors de la position sur l'iso-surface (en clair cela m'est insurmontable). Dans 
ce cas de figure on simplifie le problème en supposant, de manière tout à fait académique et 
certainement irréaliste, que la condition aux limites mixte possède des coefficients indépendant de 
l'espace. En conclusion des solutions sont exhibées volontairement avec des conditions mixtes fixes, 
comme suit : 


C.L. Iso- surface n = Cste = «à SRGD) + B R(n) =0 so -surface 9 = Cste > à 


on 
ce qui permet d'ailleurs de condenser en une seule formule, les deux cas limites Dirichlet et 
Neumann. En revanche les problèmes avec condition de Neumann ou de Dirichlet sont eux 
susceptible d'être résolus entièrement par la méthode de séparation des variables. 


+B@(9) =0 


n= 9=% 


6@(9) 
9 


Iso-surfaces du système de coordonnées 


Les iso-surfaces n=Ctse, sont des ellipsoïdes de révolution données par la formule implicite : 
2 


x+y? z 
2 2 + 2 . 2 = 1 
c^ Cosh (n) c° Sinh (n) 
Les iso-surfaces Ü=Ctse, sont des hyperboloïdes de révolution à une seule nappe données par la 
2 


x° Hy? Z 
=1 
c? Sin? (0) c? Cos? (0) 


formule implicite : 


T an(ọ) = 2 
Les iso-surfaces ġ=Ctse, sont des plans xX 
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Transformation du système de coordonnées sphéroidales aplati au système cylindrique 


XE Cosh(n) Sin(9)Cos(@) 
y=c Cosh(n) Sin(9)Sin(o) 
z = cSinh(n)Cos(9) 
(1+ Sink? (n)? + p°Sinh°(n)= c°Sinh°(nÂ1+ Sinh°(n) 
=> 
Cosh’ (n)? + p° (Cosh? (n)- 1) = e (Cosh? m) - 1)XCosh?(n) 


Comme VC +p’ sey -4 p’? = Jz* +p* +c +22 p? -2 p? +27°c? = VC +° se) +4c°7° 


| p = cCosh(n) Sin(9) z’ E p’ 2 
=c 
Sinh’ (n) Cosh’ (n) 


2 
z +p -e -l + p° =e) + 4c°7° 


À ; <0 
2 = Sink M> e2 + A(e? - p?-2°)-2 20 2e 
2+ p-e h+ p -eY +4c°7° 
À, = 7 
2c 
2 2 2 2 2 2Ÿ DD) 
Gare +p°+c ne + D +e Y -4p e 
= 2 
2 = Cosh°(n)= c°2 -Ale + p° + 2° }+ p° =0— 2e 
2+ +e tetp HeY -4c°p° 
À, = pp >1 
C 


2 pa 2 2 2Ÿ 222 
sit) = + p° -c +z +p°—c ) +4c°z 


26° 
=> 


2 2 2 2 2 DV ‘4.2.2 
Cost) = to FE see e) A4c°p 


D'autres formules de passage sont équivalentes : 


d? z 2 2 
oa | Cosh()= LEE => Sinh’ (n)= 
C 


A =(p-c) +z’ 


d? +d; +2d,d, —4c° 
4c? 


= dd, =\(p +c} +2 J(p-cÿ +2 = Jl +e +z +2cpl? +e +7 -2cp) 


= VC: + p° +} -4 p’ = VC: + p° Ta +42 = 4z + pt +c +22 +22 -2c°p° 


2+ -e +h? + p° =) + 4c°z° 
2c’ 


d` +d; (pe+cf+(p-cf+22° 


2 2 


=2 +e +0? > Sinh’ (n)= 
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Pour la variable angulaire : 
2 2 


DO ou) Por SES OC) 


— Cos? (9))= eh A Cos? (8))- z’Cos’ (9) 
Sin? (91 - Sin? (9))= p°Sin°(9)- z°(1- Sin? (8)) 


Or Je sprego -4c?p° =z? + p° — c?} +4c?7° 


2 
2 +z +p -e ne + 0° Se?) +4c°?7° 


0<14 > <1 
2 = Cos’(9)= eall -4)=2(1-4)- p4 > ap 
2 +z +p’ -e e + p° ze) +4c°?7° 
À, = 5 >1 
2c 
0< A, = VC + p° se) +4c°?z° -(z? + p° sel 
= 2 
2 = Si? (8)> c°A(1-2)= 24- p°(1-2)= # 
rase) 
À, = 5 <0 
2c 
Cos?(9)= c+z +p° nE + p° +} —4c° p’? 
2c° 
=> 
Sin? (9)= VC +p? Ta +4c°7° — (22 + 0° se) 
2c? 
d? +d? 
EE E A E > did, _(&-aŸ — Cas(s)- 4 
2e 2c° 4c? 2c 
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Considération sur l'indépendance et la dépendance des solutions, partie réelle, partie imaginaire 


Avant d'aborder la question de la singularité du gradient, donnons quelques propriétés 
d'indépendance des solutions communément utilisées dans la résolution de problème aux limites 
en coordonnées sphéroïdales aplaties, car la particularité des solutions est d'introduire un 
argument imaginaire tant sur les fonctions de Legendre que les fonctions coniques de Mehler. 


Commençons par les fonctions de Legendre de première et deuxième espèce de degré réel et 
d'argument imaginaire, dans ce cas les deux fonctions de première et deuxième espèce sont 
également à valeur imaginaire, avec des relations en partie réelle et imaginaire comme suit : 
Symétrie du mirroir 


P,@=L2,(@) 9,,(2)-9,,() 
P, (i Sinh(n))+ P, (i Sinh(n)) _ P, (i Sinh(n))+ P, (~i Sinh(n)) 
2 


Spa (i Sinh(n))= 


2 
E REN Q, (i Sinh(n))+ Q, (i Sinh(n ) Q, (i Sinh(n))+ Q, (i Sinh(n)) 
=> 0%“ (i Sinh(n))= = a = -~ 
PES P, (i Sinh(n))- P, (i Sinh(n)) P, (i Sinh(n))- P, (~i Sinh(n)) 
P“ (i Sinh(n))= < ne = r 
_ Q, (i Sinh(n))-Q, (i Sinh(n))_ Q, (i Sinh(n))-Q, (~i Sinh(n)) 
QE (i Sinh(n)) = 


Formule de connection 
0, 6 Sn) see Pa C Sinh) =P, Ci Sinh(n) 


Q, Ci Sinh(n))= -e Q, (i Sinh(n)) 
Couple pre (i Sinh(n)), Bs (i Sinh(n)) linéairement indépendant 


Q, (i Sinh(n))= (ee —1)Pr (i Sinh) + ie" +1)P“ (i Sinh(n))) 


Lorsque le degré des fonctions de Legendre de première et deuxième espèce sont entiers, alors il 
vient les propriétés suivantes : 

P,Gi z) = CD" P,(iz) 

P,@)= P,(@) 

P,(-iz)=P, (iz)= P,,(iz)=P,,(iz) purement réel 


m 
2Sin(xv) 


PraCi2)=-b,462)> P,4G2)=-P,, (iz) purement imaginaire 


Q,(-2)=-(-1)"Q,(2) 


Q,(2)= Q,() 
Q,C-i z)=-CD"Q,(iz) 
Q,(2)= 0, (2) 


O,,(-iz)=-Q,,(z)= Q,,(iz)=-0,,(iz) purement imaginaire 

Oui) = -03,1 (i2) => Qnn (iZ) = Q,1(GZ) purement réel 

Autrement dit suivant la parité du degré entier, il faut osciller entre le choix de la partie réelle de la 
fonction de première espèce et la partie imaginaire de la fonction de deuxième espèce comme 
couple de fonctions indépendantes et inversement. 
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On rejoint la même conclusion sur les fonctions de degré non entiers, soit que l'on ne doit pas 
prendre les parties réelles ou imaginaires simultanément entre première et deuxième espèce 
comme couple de fonctions indépendantes. 


Les choix des fonctions propres pour un problème homogène radiale sur l'hyperboloïde à deux 
nappes, met en jeu les fonctions coniques de Mehler d'argument réel (W est le Wronskien) avec les 
relations suivantes qui sont également valables quand l'argument est imaginaire (x=a+ib), (voir en 
fin de section les propriétés des fonctions coniques de Mehler) : 


L Wo, o, o)Ra, (1) 


——+iT ——+iT 
2 m 2 


25; À sc  (o)-iSinhlar)P , 0) 


ns _ 2Cosh(xr) HT tir 
IT 


rdo 1 O- 7 (x) et mo T 9 )=-5 TaneP, (9 
de a -piga re, o 0 2r) 


zil- x° 
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Pour le problème sur l'hyperboloïde à une nappe (argument purement imaginaire) en utilisant les 
parties réelles et imaginaires des fonctions coniques de Mehler d'argument imaginaire qu'elles 
sont indépendantes dans l'espèce et inter-espèces, comme suit (W est le Wronskien, et voir en fin 


de section sur les systèmes sphéroïdaux oblong et prolog les propriétés sur les fonctions coniques 
de Mehler) : 


sA o Pn , ” 
9 1,0) Es = a x) 
O (-ix)=ie"Q 1. (ix) 


——+iT ——+H+iT 
2 2 


Propriété Miroir P, (- ix)=P, | (x)=P, | (ix) 
2 PE STE pu 


Pi (ix)+ P, | (-ix) 
1 (&)=— 2 -rd P, | (>r, (x) valeur réelle 
P 


P, (x)-P, Cix) 


G, (x)=— — inf, | &}= G, (x) valeur réelle 
> SE SRE 
Q a | a C e F „0 Gij AO) 


P, (Gx)=F, (x)+iG, _ (x) 
E -arit Sarig 


P, (-àx)=F, (x)-1iG , (x) 


——+iT ——+iT ——+iT 
2 2 2 


f +iT + x) ; 
WiP4 (ix) O“ OS 2 ir, (x), 0 , QE f > 
IT nar S 277 


T jtir-ufirx) 


; AAT G 2iCosh(rt) 
LE Ga A a)}- aler] +0 


Cosh(xr) 
WIF, (x)G j=- ER o 
Hit Hit 


x(1+x° 
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Singularité du système de coordonnées sphéroïdales aplaties et régularité du gradient 


Dans le cas où le domaine d'étude de la solution de l'équation de Laplace comporte /a courbe n=0 
et Ü=7/2, alors le système de coordonnées sphéroïdales aplaties comporte une singularité en n=0 
et Ü=r/2. Cela se traduit par l'annulation du Jacobien sur ces valeurs et la singularité "apparente" 
du gradient de toute fonction solution de l'équation de Laplace. La solution doit donc neutraliser la 
singularité apparente du gradient en assurant une valeur bornée à ce dernier soit : 

(n.0,ġ) €Q et (0,0,z) E€ Q ou (0,7,z)eQ 


Grad(T(n.0,6))= 


l (2222) (72A J+ l [TR 
. n Q . $ 
c/(Cosh? (n) - Sin? (0)) ôn 00 cCosh(n)Sin(@) 0 


Grad(T(n,0,4)) = 


l En) (022) R l ECM 
e (Cosh (n)- Sin’ (0)) on 00 cCosh(n) Sin(0) GK) 


Singularité du Jacobien Jẹ = c°CoshM)Sin(@)(Cosh? (n) - Sin? (0))=0 


condition Grad (T(n, 0,6)) reste bornée V 1,0 


Soit — > | 7 (5222) HE) } = i [mae] 70  —> Cste 
c’ (Cosh’ (n) -— Sin’ (0)) ôn 00 cCosh(n} Sin(0) ô$ i 


e (12A) (080) 
ôn 00 


æ Cste (Cosh?) -— Sin? (0)) 


n=0 
0=0,7 


2 
OT(n,0 
et er) œ Cste Cosh)? Sin(0)? 
og n=0 
0=0,7 
Il s'avère qu'en général la seule contrainte du respect d'une solution finie pour l'équation de 
Laplace suffit à assurer la contrainte de régularité du gradient sur les systèmes de coordonnées 
usuels (sphérique, cylindrique, sphéroïdale allongé), mais ce n'est pas le cas ici. 


Régularité du gradient des solutions sur un sphéroïde complet aplati, fonctions de Legendre de 
degré entier et d'argument imaginaire 


Nous verrons par la suite que pour les solutions sur un sphéroïde complet aplati dont les conditions 
aux limites ne dépendent pas de l'angle ®, il faut chercher dans les combinaisons linéaires de 
polynômes de Legendre : 

Partie radiale > AP, (i Sinh(n))+ BỌ, (i Sinh(n)) 

Partieradiale = A+ B Arctan| Sinh(n)] 

Partie angulaire > AP, (Cos(8)) +BOQ, (Cos(0)) 

Pour la partie angulaire, le choix de la solution finie demeure valable pour les angles 9=0 et Ü=n 
(en dehors de la singularité 9=7/2), conduisant à l'annulation B=0 

Partie angulaire = Lim, ,:Q, (Cos(0))= +œ => 4 P,(Cos(0)) 
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Mais cette fois-ci, pour la partie radiale, les deux fonctions de Legendre de première et deuxième 
espèce ne diverge pas pour n=0, en effet nous avons : 
z] 
1 l+iz 21 2n-4k-1 
iz)=—| P(iz)Lo + — P iz 
Q,(i2)= 5] P02) (ii) D Gba (9) 


(ie) 
PE eE Sin( 2) 
(SE) den 
2 2 2 
En choisissant les fonctions de Legendre de première espèce P sur la singularité (n=0,9=x/2, 
annulation en Cos(ÿ) =+iSinh(n)), il vient pour l'expression du gradient G: 


OT to) (20 se æ Cste(Cosh? (n) -— Sin? (0)) T(n.8)= P,(i Sinh(n))P, (Cos(@)) 


Soit à démontrer | 


ôn 00 J ho 
SAUA e = iCosh(n)P,'(i Sinh) )P, (Cos(0)) TR = -Sin(0)P, (i Sinh(n )P,'(Cos(0)) 
n 
PE es) (rao) 
ôn 00 1-0 


G = Sin? (0)(P, (i Sinh(n))) (P,'(Cos(6))) — Cosh? (P, (i Sinh(m))) (P,(Cos(6))Ÿ 
Cos(0) = +i Sinh(n) = Cos? (0) + Sinh?’ (N) =0 

estoi smon = (P. (Cos(6))) (2, (Cos(0))} (Sin? (0) - Cosh?) 
= -(P,(Cos(0))) (P,'(Cos(8))} (Cos? (0) + Sinh? m) =0 


Cos(0)=i Sinh (n) = 


L'expression G ne faisant intervenir que des fonctions de Legendre de première espèce et d'indices 
entiers (soit un polynôme de Legendre) est un polynôme en Cos(ô) et iSinh(n). D'autres part le 
polynôme s'annule pour les valeurs définies par Cos(Ÿ) =- iSinh(n) et Cos(ĝ) = iSinh(n). On peut 
donc trouver une factorisation telle que : 


G œ (Cos(0) +i Sinh(n)\Cos(0) —i Sinh(n))Polynóme(Cos(0),i Sinh(n)) 
> Go (Cos(0}? + Sinh(nY )Polynôme(Cos(0),i Sinh(n)) 
> G œ (Cosh? (n) — Sin? (0))Polynóme(Cos(0),i Sinh(n)) 
Ce qui démontre le résultat recherché pour la première forme des solutions avec des indices entiers 


et permet de démontrer que le choix de la solution avec polynômes de Legendre est une condition 
suffisante de régularité du gradient. 
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Une condition nécessaire de régularité du gradient consiste à vérifier que celui-ci s'annule sur la 
singularité. Dans le cas contraire alors la solution est à écarter, c'est le cas pour les fonctions de 
Legendre de deuxième espèce Q. Si maintenant on prend pour la partie radiale une fonction de 
Legendre de deuxième espèce, alors il suffit de démontrer que la valeur de G ne s'y annule pas : 


T(n,0) = Q,(i Sinh(m))P,(Cos(8)) 


TO Z iCosh(mQ, (i Sinh(r))P,(Cos(@)) Tn , Ta 
(rss 
as = —Sin(0)Q,(i Sinh(n))P,'(Cos(0)) ôn 00 z 


G = Sin’ (0)(Q,(i Sinh(n))) (P,'(Cos(8))) — Cosh? (m(Q,'(i Sinh(m))) (P,(Cos(6))) 
Cos(0) = +i Sinh(n) => Cos? (0) + Sinh? (N) = 0 ; Sin? (0) = Cosh? (n) 


sm = Sin? (O, Cos (P, (Cos)? -(0,'(Cos(0®)} (E, (Cost) ) 


Cos(0)=i Sinh(n) — 


0 =5 = Cos(0)=0 
Ee ee an+ T 
VAE EA 
l+n 2+n 
ao ae) oroe leur) 


Le. 


(0) 
Qon (0) =0 et Q», '(0) #0 
OA (U #0 et Ozna '(0)= 0 
Indices impairs 
= O41(0)P,1'(0)#0 et Q,,:'(0)P,(0)=0 
Indices pairs 
= 0,,(0)2,(0)#0 et Q,,(0)P,,'(0)=0 


+0 


= G Cos(0)=—i Sinh(n) 


De même dans le cas de la valeur propre nulle, il vient : 


T(n,0) = Arctan| Sinh(n)] 


2 
OTO) __ Cosh(m)__,  _{ 877,0) 
ôn 1+ Sinh’? (n) ôn 


=1#0 


n=0 


On a donc démontré que l'alternance de l'un ou l'autre terme de G donne une valeur non nulle du 
gradient. Cela suffit pour écarter ce type de solution ne préservant pas la régularité du gradient. 
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Réqularité du gradient des solutions sur un cône sphéroïdale complet (frontière constituée par un 


hyperboloïde à une nappe), fonctions de Legendre de degré réel et d'argument imaginaire 


Dans le cas où les degrés des fonctions de Legendre (première ou deuxième espèce) sont non 
entiers et les arguments purement imaginaires, il convient également de montrer que le choix 
d'une fonction de Legendre de deuxième espèce conduit à la non-annulation du gradient sur la 
singularité. En effet : 

T(n,0) = Q, (i Sinh(m)}P, (Cos(@)) 

LD = iCosh 0), "(G SinhOm))P, (Cos(8)) 


n 


ae = -Sin(0)Q, (i Cosh(n))P, '(Cos(0)) 


A (20) F a 
ôn 00 


DIS © 


= Sin? (OO, (i Sinh(m)}} (E, '(Cos(@))} - Cosh° (ne, Sinh(m)}} (E, (Cos) 
Cos(0) = +i Sinh(n) = Cos’ (0) + Sinh? (1) = 0 ; Sin? (0) = Cosh? (N) 

Gensor smen = S OAO, (Cos(6))} (2, '(Cos@)} - (0, "(Cos(@))} (P, (Cos0))}) 
0 =Z = Cos(8)=0 


Cos(0)=i Sinh(n) = 


QE TE z à t= "E E 
1+4, 2+4, 
Q, (0)= a Talaia Q, '(0)= m 2 Jour) 
2 


Cos(0)=-i Sinh(m),0=5 


sauf pour les valeurs demi — entières À, = 


G|, _2n+1 — 0 


2 
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En effet pour les valeurs demi-entières, et par la même occasion le calcul quelque soit la valeur 
propre (imaginaire ou réelle), il vient : 


sale l-z=l1 A Tr À T1 1 À, = A 
2 2 2 2 (ae) 
Sin 
(=>) 
P, (0)= NIT - 2 Co) 


= (lo, 0)(2, 0) -(0, 0) 


Cos(0)=-i Sinh(n),0= 


D 
Foar 
© 
x 
+ 
Il 
Q 
[1 
LL 
TN 
S 
à 
KT 
a 
EN 
PT a N 
S 
à 
DE 


La 
2 


>G 


Cos(0)=-i Sinh(n),0= 


>G z =0=À = 


Cos(@)=-i Sinh(n}0= n 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Pour ce qui est des fonctions de Legendre de première espèce avec des degrés non entiers, il faut 
2 529 [o2 2 
démontrer que la fonction G est proportionnel à (Cosh (1) -Sin (6))= (Sinh (1) + Cos (6) 


ce cas on doit développer en série autour de z=0, là où réside la singularité du gradient : 


oroo) : (ee) 


dans 


Soit à démontrer | æ Cste(Cosh? (7) - Sin? (0)) 


P 0 Jho 
T(n,0)= P, (i Sinh(m))P, (Cos(0)) 
TO L Cosh) P, (€ Sinhtp)P, (Cos(0)) TELP = -$inO)P, (Coshtn)P, (Cos(6) 


G = Sin? (0)(P, (i Sinh(n))} (P, '(Cos(@©))} - Cosh? m (P, '( Sinh )P (P, (Cos(@)} 
a ES) à C 


ôn 00 


n 
0 


nja © 


Posons x = Cos(0) y =i Sinh(n) 


Axe (28, GP, Of -a-e (2, CP 
Développons p= P, (0) b =P, '(0) bP =P, "(0) Po» Pitta P, nombres réels 
n n-l 


P, (x)= Po + px ++ p, + P (e)s p+ paxta Paro Ty" 


G(2,,x,y) = polynôme s'annulant en x = y = G(2,,x,y)=(x- y)g,(4,,x,y) 


Formule de symétrie mirroir 
P (z)=P, (z2) 
al ) E | comme — y = y — P, ( i Sinh(n)) =P, (i Sinh(n)) 


(=) ' 
P 'E)=P,'Ẹ 
On peut passer sous le conjugé complexe dans toute l'expression car les autres expression sont purement réelles 


Et(P_ G Sinh) =(P, (i Sinon) et (PG Sinha} =(P, 'G Sinh) 


G(2,,x,y) = polynôme s'annulant en x = -y = G(2,,x,y)=(x+ y)g, (A,X, y) 


GA») = (x — y(x + y)g; (4,3 x, y) = (x? — y” )g:(2,,x, Y) 
G(4,,x, y) ~ (Cos? (0) + Sinh? m) )g: 4,» x,y) 


Réqularité du gradient des solutions sur un cône sphéroïdale complet (frontière constituée par un 


hyperboloïde à une nappe), fonctions coniques de Mehler (fonctions de Legendre de degré 


imaginaire et d'argument imaginaire) 


Il reste à montrer quelles sont les conditions requises en employant les fonctions coniques de 
Mehler de première et deuxième espèce. Tout d'abord l'expression du gradient ne s'annule pas 
lorsque l'on utilise les fonctions de deuxième espèce. On a montré que : 

= Cos( A7 ) 


Cos(0)=-i Sinh(n),0=5 


n 


À = ir, => Cos a{-4+ir, )]= Cosh(xr, )# 0 
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Donc l'emploi de produit de fonctions coniques de deuxième espèce radiale et de première espèce 
angulaire est proscrit comme suit : 
T(n.0)=Q , _ (Sinh(m))}P; _ (Cos()) 

2 2 


n Ta 


n 


T(n,0)=P, (i Sinh))P , _ (Cos(0)) 

Il reste à montrer que l'emploi du produit 2 2e conduit à une 
forme neutralisant la singularité apparente du gradient. On réalise le même raisonnement que 
précédemment : 


aree) (2a) æ Cste(Cosh? (n) - Sin? (0)) 


Soit à démontrer 
n 00 


7 
0 


nja © 


G = Sin? (OP, (i Sinh(n} (P, (Cos(6)) - Cosh? (m (P, ‘(i Sinn@n)} (E, (Costo) 


n 


Posons x = Cos(0) y =i Sinh(n) = G(2,,x, y) =(1- x), (o)? (2, Go} (ls »)E, (D) (r, 


KO) 


pantiin 
2 
Symétrie mirroir A, = it, =—À, —1 >P, Gz)=P,. (-iz)=P, (-iz) z réel 
vzeC P ()= P;,:) 


P ()=P-(2)=P, (2) 
> 
P @)=8-"G)=E,,) 


Développons p, = P, (0) p= P, (0) p, = P, "(0) 


p=-yP,(-y)=2,6) P,.'Cy)=2.'() y purement imaginaire 
P, 


| (x)= P &x)= P, (x) purement réel pour x purement réel 


P, (x)= Po + DE tt Pate P, '(x)=~ Pi + pax +...+ p, 


Po» Pitt pP, nombres réels pour x purement réel 


G(2,,x,y) = polynôme s'annulant en x = y => G(A,,x, y) = (x— 7y)g,(2,,x, y) 
Calculons G(2,,x,—x) = (1 — x 2. (- x)} (2, '(x)} -(1-— x (P, '(- x)? (2, €) 
= 08H) (2. 0) FH) (2, 0}] 

=0 

G(2,,x, y) = polynôme s'annulant en x = -y = G(A,,x,y) = (x + y)g,(2,,x, y) 
=> G(2,,x, y) = (x- y(x F y)2; (å, xX, y) = Q? — y’ )g; (A,x, y) 

= G(4,,x, y) + (Cos? (0) + Sinh? (m) )g; (4, x, y) 


Et la condition de régularité du gradient est contraint à l'emploi des produits suivants : 
T(.0)=P; (i Sinh(m))P ;  (Cos(0)) 
D 2 


+iTy 
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Solutions de l'équation de Laplace par séparation des variables 


Les solutions de l'équation séparée dans les trois coordonnées sphéroïdales aplaties sont : 

T(n,0,p) = R(r)6(0)D(o) 

cas général 

p 
Cosh’ (n) 


R" (n) + Tanh(n)R'(n) + | a, [ron =0 


11 Cos(0) ' 
= (0"'(0) + Sin) ©'(0)+ Ç 


D" (p) +a, P(p)=0 


d; 
Sin’ (0) 


Po = 0 


si a, >0 et a,>0—=a,=n(n+l)eta;=m avec n,m entier, 


Sinh(n) 
Cosh(n) 


2 
m 


Cosh’ (n) 


R"(n)+ R'(n) EC +1) ko =0 
z =i Sinh(n) 
Posons 3 Cosh(n)= V1- 7° = Cosh(n) =1- 2° 


2 2 
ne ie Ziv z) E a T 
dn d dz dz 


z dn’ 


2 
m 


= R" (n) + Cotanh(n)R' (n) - EC F7 Crop 


ko > 


2 4-2) +22 | ner koso (2 )erte)-22R 00) naD 


= R(2)= AP" (z)+ BO; (z)=> R(n) = AP} (i Sinh())+ B Q; (i Sinh(n)) 
X Cos(0) —, m? 

SOAS o one Sin? (0) 

D''(p)+ m°P(p) =0 => P(e) = ACos(p)+ B Sin(p) 


Pe (z) Fonction de Legendre (de première espèce) de degré n et d'ordre m 


bo = 0 => @(8)= A P” (Cos(0))+ BO” (Cos(0))tq m<=n 


Q” (z)F onction de Legendre de deuxième espèce de degré n et d'ordre m 

> valeur propre nulle — si œ, = 0,&, = 0 

Sinh f 
(M) p G 

Cosh(n) 

=> R(n) = A+ B, Arctan|Sinh(n)]ou A+ B, Arcotan|Sinh(n)] 


=> R"(n) + 


ou A+ B, ArctanTanh( L) ou A+B, Arcorantranh( Z) 


1— Cos(0) 


Sin(0 /2) 
1+ Cos(0) 


Cos(0/2) 


o B ` Cos(0/2) 
©(0) =C + D, Logl ]=C+ D Log[ ]=C+ RCI ] 


P(o)=E+FoE 
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Pour ce qui est du cas de la valeur propre nulle, la solution Logarithmique en Ÿ comporte une 
singularité à angle nul, et n'est donc pas retenue-> D=0. 


Lorsque l'on réduit à deux dimensions (n et Ÿ) et que la géométrie du problème et des conditions 
aux limites implique, par exemple, que la solution ne dépend pas de ®, alors les deux équations 
séparées sont : 

T(n,0) = R(r)O(8) 

cas général 


R"(n)+Tanh(n)R'(ņn)- a, R(n)=0 


as Cos(@) =; z 

©" (0)+ O ©'(0)+a,©(0)=0 
si a,=n(n+l) avec n entier, 

a Sinh(n) n TS ği 

R" (ņn)+ R'm) -n(n + DR) = 0 > R) = AP, (i Sinh(n))+ B Q, (i Sinh(n)) 
5 Cosh(n) 

@"'(0)+ Sn e + n(n+1)9(8) =0 = @(0)= A P, (Cos(8))+ BQ,(Cos(8)) 

in 


P- (z) Fonction ( polynôme) de Legendre (de première espèce) de degré n 
Q, (z)F onction de Legendre de deuxième espèce de degré n 

Cas où la géométrie du problème conduit la solution à ne dépendre que den 
=> valeur propre nulle — si æ, =0,a, = 0 

Sinh(n) p, 


= R" (n)+ Cois (n) 


=> R(n) = A+ B, Arctan|Sinh(n)]ou A+ B, Arcotan|Sinh(n)|ou A+ B, ArcorantTani 2} 


1- EC} Cp Sin(0 /2) 1=C+ D'LA e 2) 
1+ Cos(0) Cos(0/2) Sin(0/2) 

La solution logarithmique en comporte toujours une singularité à angle Ÿ=0, et n'est donc pas 
retenue-> D=0. Lorsque la géométrie du problème et des conditions aux limites implique que l'on 
puisse réduire à une seule dimension radiale (n) et que , par exemple, la solution ne dépend que de 
cette variable n, alors la solution de l'équation devient : 

T(n) = A+ B, Arctan| Sinh(n)]ou A+ B, Arcotan| Sinh(n) 

Les fonctions de Legendre de première espèce à indice entier (polynômes de Legendre) présente les 
valeurs suivantes à titre d'exemple : 


©(0) = C + D, Log 


P(z)=1 P(2)=z Pe)=462-1) P()= 5255 -3) 
P(2)= = 652" _30z7°+3) P(2)= (63: _70z° +15) 
P,C2) = CD" P, (2) 

P )=P,2) 
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Étant donnée la propriété de parité, les valeurs pour des coordonnées purement imaginaires sont 
réelles pour des indices entiers pairs et purement imaginaires pour des indices entiers impairs : 
P(-iz)=(-D"P,(2) 

F,(2)= PF, (2) 

PCi z2)= B, (iz) > P,,62)= P,(G2) 

Pini (i z) = =F (i z) > Pini (i z) = hs (i z) 

Il suffit donc, comme convention de calcul, pour déterminer des valeurs réelles de prendre la partie 
réelle de la fonction pour les indices pairs et la partie imaginaire pour les indices impairs. Les 
fonctions de Legendre de deuxième espèce à indice entier présente les valeurs suivantes à titre 
d'exemple : 


1 l+z 2 l+z 1 3 l+z 
oe) = 7 Log +=) Q(= E Loe) 0, 4 [+ -ijro 1+4)-62] 


l in 1+z) 8-302 
o= (2b 3)rog Jes 30 | 


=Z 


Q,(z)= [2652 -302° + 3)Jrog| 1+5) +110z— 2107) 


Z 
Z 


P211 (2) 
l-z 


tz) s 2n—4k-1 


1 
U= P Lol j k=0 Qk+D(n-k) 


n-1 


l), $ 2n-4k-1 


to (2k+1)(n-k) 


Q,(-2)= 02 P Log P-a (2) |= -CD" Q, C) 


l-z 


> 0,27) = -C D" Q, (2) 
Q,()= Q, (2) 


Étant donnée la propriété de parité, les valeurs pour des coordonnées purement imaginaires sont 
réelles pour des indices entiers impairs et purement imaginaires pour des indices entiers pairs : 


Q,(-iz)=-(-1)"Q,(G2) 

Q,()= 0, (2) 

Q, (i 2) = -Q, (iz) = Q», (iz) = -Q, (2) 
Osna Ci 2) = -0a (i2) > Qna (i2) = Qu 2) 


Il suffit donc, également comme convention de calcul, pour déterminer des valeurs réelles de 
prendre la partie réelle de la fonction pour les indices impairs et la partie imaginaire pour les 
indices pairs. D'autre part comme les valeurs purement réelles et purement imaginaires sont 
inversées, selon les indices paires et impaires, entre les fonctions de Legendre de première et 
deuxième espèce, il suffit d'envisager des combinaisons linéaires entre fonctions de Legendre du 
type : 4 P ( z)+iB,Q,( z) POUr assurer la valeur réelle ou purement imaginaire sans ambiguïté, ou 


bien encore de vérifier par le calcul que tous les termes de la série construite sont bien à valeurs 
réelles in fine. 
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Si nous revenons aux équations séparées un choix de variable de séparation æ, <0 est également 
possible. En gardant un solide de révolution azimutale complet (soit une constante de séparation 


azimutale, en ọ, égale à m entier), il donnerait des équations de la forme, 


EL 


DELA 


Z 


à 


R") + Coran RO) +| 1 4 u ko =0 
CORE z =i Sinh(n) 
$ Cos(0)., 2, m z ue. 
=> ©" (0) + O ©'(8) i + aag PO- Posons À Cosh(n)= V1 
D''(p) + m°D(p) = 0 d J-zd æ 
dn dæ dn? 
" ' 2 m’ 
=> R" (n) + Cotanh(n)R'(n) + Lu + g PO > 


2 


<> -hı -— 2° )R"(2) + 22R'(z) + G + T 


2 
=z 


ko =0 


2 
© (1-2 )R"(2)- 2zR'(z) jus? -Ro=0 Posons p? = 47° 
=E 


RE)=AP" (z)+BO* (z) RD = A PY" (iSinh(n))+ B O* (iSinh(n)) 
2 2 2 2 


Pour @(0) il vient (0) = A Pe l (Cos(0))+ B 0‘" l (Cos(@)) 
Ste He 


dz 


Les solutions sont donc des fonctions coniques de Mehler de première et deuxième espèce 
d'argument purement imaginaire. Ce choix de solutions est adapté à des problèmes aux limites 
inhomogènes en dimension angulaire Ÿ (sur des cônes sphéroïdales c'est à dire des hyperboloïdes à 
une seule nappe), pourvu que la dimension radiale ne comporte pas l'origine des coordonnées, car 
dans ce cas il n'est pas possible d'exhiber un système de fonction propre. Sur le système 
sphéroïdale aplati aucune représentation intégrale apparentée à, celle de Mehler-Fock n'a été 
utilisé pour construire formellement des solutions sur ce type d'hyperboloïde de révolution complet. 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemples divers de problèmes intérieurs sur des sphéroïdes et "Hémisphéroïdes" aplatis pleins 


ou creux 


Exemple : Sphéroïde aplati plein (n,9) soumis à des conditions aux limites de Dirichlet 
inhomogènes en n=l, 


AT(m,0)=0 
Soit le problème : T(n,0),., =1-— Heaviside(0 -r/2) fonction de Heaviside 


T(7,0) fini 


a 
1.0 


La solution est indépendante de Q et se développe en série de polynôme de Legendre 
T(n,0)= 4 + B, Arctan(Sinh(m))+ Y (4, P, (iSinh(m))+ B, Q, (i Sinh(n)\4,P, (Cos(0))+ B, Q,(Cos(0))) 


n=1,+00 


Les conditions de régularité du gradient de la solution en n=0 et ÿ=n/2, ainsi que le respect de la 
condition aux limites implique que Bo=B,=Bs=0, et cela donne une solution de la forme : 


T(n,0)= 4,+ $ 4,P,(i Sinh(m))P,(Cos(@)) 
j=l . Soit en utilisant les propriétés d'orthogonalité des 


fonctions propres (ainsi que des calculs déjà réalisé pour un sphéroïde allongé plein) cela donne le 
résultat recherché. 

_… à 

_ (2n+1) 

C.L. T(,0), =1- Heaviside(0 -x/2) fonction de Heaviside 


R(G)=LP,(2)= 


P, 


I 
e [æ P (cz) 


mi2 


Í d0 Sin(0) P,(Cos(0)) Í dz P,(z) 


2 2 


P, 


— B = = 
2 "P Èi Sinha P, P, (i Sinh(1,)) 
E (-1)"(2n—1)!(4n +3) 
PU 2 p af Sinh, )Xn—DU(n +1)! 
(1) Qn -D41 +3) P,a (i Sinh) 
2 (n-Dl(n+D! Pali Sinh(l,)) 


P,„ı(Cos(0)) 


Tn,0)= + >. 


ou bien 
T(1,0)= += X (1) Qn)! (4n+3) 2, Sinh(n)) 


Pu(Cos(O 
2: ne 2” (ni? 2(n+1) Pt Sinh(l,)) ns (Cos (0)) 
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Par la suite on utilisera abondamment les calculs déjà réalisés pour le sphéroïde allongé plein, 
creux, et les cônes ainsi que les sections coniques sphériques, dans le cas d'une géométrie de 
sphéroïde aplati déclinée dans les mêmes configurations. Il suffit de remplacer le terme radial 
sphéroïdal allongé par son équivalent sphéroïdal aplati. 


Lorsque les conditions aux limites sont inversées, soit 
AT(7,0)=0 T(n,0) fini 


TO), = Heaviside(0 —-xz/2) fonction de Heaviside 


Alors la solution est de la forme : 


adta (-1) 2n -D141 +3) P,a (i Sinh) 
Tass 2 QD D Pa G sina, 2 (Ces) 
ou bien 
T(n,0) = 1 >. ( 1)" (2n)! (4n +3) P na (i Sinh(n)) P,,..(Cos(@)) 


re 2” (n? 2(n+1) Paali Sinh(1,)) 
Supposons maintenant que les "Hémisphéroïdes" supérieure et inférieure soit à des températures 
différentes respectivement To et Tı. Alors par principe de superposition nous avons : 


T(n.0) = Le -= +n-7) F (1) Q@n-D!(4n+3) P, (i Sinh) P, (Cos(0)) 


te (n -Dn+D)! P, ali Sinh(l)) 


ou bien 
E A n 
Ton- LT . MA) S C ent Gn+3) Paali Sn) D (Cos(Oy 
2 Fe Ce 2” (ni? 2(n+1) PU Sinh(l, )) 
Si To =1 et T,=-1 y 


-1)'Q@n-D!(@n+3) P,a (i Sinh(n)) 
AE DRE 2 (n-D(n+ D! Pi Sinh(,)) 


Pya(Cos(0)) 
ou bien 


n (2n)! (4n+3) P,,,G Sinh(n)) 
LORENS l = P,,.(Cos(0 
re 2. ET n+) Py, a(i SinA(,)) ? 1608) 
Pour le problème plus général : 
AT(7,0)=0 


T(n.0),., = fo(0)= fa (Cos(8)) 


T(n,0) fini 
La solution s'écrit : 


B, -fao Sin(0) f,(0) B, = fao Sin(0) f (0) P, (Cos(0)) 


T0) =2+ DE: Cr +1) P,G Sinh) 


2, n 2 P G Sinh, j) (50) 


z=Cos(0) B,= jeno B, - jæ 10.0) 


(2n +1) P (i Sia 
T(n,0) = — + Bey gl Pi Sinh(,)) P (Cos(0)) 


A noter que le terme de la série est toujours réel quelque soit l'indice de la fonction de Legendre 
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Exemple : Sphéroïde aplati plein (n,9) soumis à des conditions aux limites de Neumann 
inhomogènes en n=l, 


Si le problème s'exprime sous la forme : 
AT(7,0)=0 

T,(n.9),., = fo(Cos(6)) 

T(n,0) fini 


Alors la solution (à une constante près quelconque) s'écrit sous la forme : 
dP, (i Sinh) 


z = Cos (0) F =i Cosh(ņ)P,' (i Sinh(n)) 
n 
=> f,(Cos(0)) = > Ci Cosh(l,)P,' (i Sinh(l,)) P,(Cos(0)) 


Pisma- ni Sinh(l,)P, G Sinh ))— P, (i Sinh(,))) ni Sinh(,)P,G Sinh(l,))- P, 3 (i Sinh(l,))) 


— Sinh? (l,)-1 Cosh? (1,) 
AUDE ET n(i Sinh(l,)P,(i Sinh(l,))— P, (i Sinh(l,))) 
dn gmn n i Cosh(l,) 
ae O fa K P,e) 


"O 2n (i Sinh, )P, (i Sinh, ))-— P, (i Sinh(l,))) 


—1 


1 
B, quelconque  B, = fa h) P, (z) 
-1 


i Cosh(l,)P (i Sinh 

ra o=a + Y 8, CD i Cosh(l,)P,(i Sinh(m) 

hs 2n (i Sinh(l,)P,(i Sinh(l,))— P, (i Sinh(l,)) 
A noter que le terme de la série garde sa valeur réelle. En effet d'après les valeurs prises par les 
fonction de Legendre de première espèce à variable purement imaginaire : 

i Cosh(l,)P, (i Sinh(n)) 
Valeur de 1 
(i Sinh(1, )P, (i Sinh(1,))— P, „(i Sinh(1,))) 

Sin pair => 
P (i Sinh(n)) réel 
P,( Sinh(l, )) réel 


P (i Sinh(l,)) purement imaginaire 


j” (Cos(8)) 


i Cosh(l,)P,(i Sinh(n)) _ purement imaginaire _ 
(i Sinh(l,)P, (i Sinh(l,))— P, (i Sinh(l,))) purement imaginaire 


Si n impair => 


réel 


P (i Sinh(n)) purement imaginaire 
P, (i Sinh(l,)) purement imaginaire 
P, (i Sinh(l,)) réel 
i Cosh(l,)P,(i Sinh(n)) _ réel 
(i Sinh(l,)P, (i Sinh(1,))—P, (à Sinh(1,))) réel 
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Exemple : Sphéroïde aplati plein (n,9) soumis à des conditions aux limites de Robin inhomogènes 
en n=l, 


Si le problème s'exprime sous la forme : 
AT(n7,0)=0 T(7,0) fini 


aT,(n.0)+ BT(n.0),., = fo(Cos(6)) 
Alors la solution s'écrit sous la forme : 


dP, (i Sinh) L; Cosh (P,G Sinh) = n(i Sinh(l,)P,(i a - P, (i Sinh(l,))) 
dn i Cosh(1,) 


= f,(Cos(0))= Y C,Sinh(l, (æ P,'(Cosh(l,)) + B P,(Cosh(l,))) P,(Cos(0)) 


n=1,+00 


z = Cos(0) 


(2n +1) 1 
Ge dz f,,(z z 
í | n(i Sinh(L, }P, (à Sinh(1,))—P, (i Sinh(1,))) p j #@ P, (2) 
2j a A 177 4 B P (i Sinh(L,)) 
i Cosh(l,) n 
B (2n=+1)i Cosh(l,) 


CE (æ nli Sinh(l,)P, (i Sinh(l,))— P, (i Sinh(l, ))}+ B i Cosh(l, )P,(i Sinh(l,))) 
B=] RE B, =|d HE P,(z) 


i Cosh(l,)P, (i Sinh 

T(r,0)= + 5 Gn+1) P COSPN NEU SMAU P, (Cos(0)) 

2B „S 2 (@ænliSinh(l,)P, (i Sinh, ))— P, (i Sinh(l,)))+ Bi Cosh(l,)P,(i Sinh(l,))) 
Là encore le terme de la série garde sa valeur réelle. En effet d'après les valeurs prises par les 
fonction de Legendre de première espèce à variable purement imaginaire : 

i Cosh(l,)P (i Sinh(n)) 
Valeur de 7 
(a nli Sinh(l,)P,(i Sinh(l,))— P, (i Sinh(l,)))+ Bi Cosh(l,)P,(i Sinh(l,))) 

Sin pair => 
P (i Sinh(n)) réel 
P,(G Sinh(l,)) réel 


P (i Sinh(l,)) purement imaginaire 


i Cosh(l,)P,(i Sinh(n)) _ purement imaginaire _ 
(a nli Sinh(l,)P,(i Sinh(l,))— P, (i Sinh(l,)))+ Bi Cosh(l,)P,(i Sinh(l,))) purement imaginaire 
Si n impair => 


réel 


P (i Sinh(n)) purement imaginaire 
P (i Sinh(l,)) purement imaginaire 
P, (i Sinh(l,)) réel 
i Cosh(l,)P,(i Sinh(n)) _ réel 
(a nli Sinh(l,)P,(i Sinh(l,))— P, (i Sinh(l,)))+ Bi Cosh(l,)P,(i Sinh(l,))) réel 
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Exemple : "Hémisphéroïde" aplati plein (n,9) soumise à des conditions aux limites de Dirichlet 
inhomogènes en n=l, homogènes en ÿ=7x/2 


Commençons par un problème dans une "Hémisphéroïde" soumise aux conditions : 
AT(7,9)=0 T(7,0) fini 
T(n,0) =] 


n=l} 


TN, O) gan = 0 


1 N 


J 


Notons que sur la tranche O=n/2, le système de coordonnées comporte un cercle limite lorsque n=0 


2 2 2 
x+y =4 z=0, L'iso-surface n=0 est donnée par le disque de rayon a sur le plan (x,y) (tracé 
concentrique de cercles successifs de rayon  aSin(ÿ) sur le plan  (x,y)). 
x=aSin(#)Cos(p) y =aSin(#)Sin(p) z=0_ Dans ces conditions l"Hémisphéroïde" aplati plein 


est bien complet. 


Utilisons une astuce, et considérons le problème d'une sphéroide pleine soumise aux conditions aux 


limites impaires en 0 : 
AT(7,0)=0 T(n,0) fini 


T(7.0),., =1 pour 0 e[0,x/2] 
T(7.0),., = —]1 pour 0 e[x/2,x] 
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On voit que la solution de ce problème doit nécessairement comporter une valeur nulle sur la 

tranche. Dans ces conditions la solution du deuxième problème dans "l'Hémisphéroïde" supérieure 

est la solution du premier problème dans le même “Hémisphéroïde". Le deuxième problème 

possède la solution suivante comme nous l'avons vu dans un exemple précédent : 

TG.0=2 F (= D Cn-D4n+3) Ponu (i Sinke) 
e 2 (n-Dln+D! P, ali Sinh(l,)) 


Pyn (Cos(0)) 


ou bien 


n (2n)! (4n+3) P, „(i Sinh 
EE E A 49 PQ SION E) 
lo 2" (nŸ 2n+0 Paali Sinh(l,)) 
Pour le problème plus général sur "l'Hémisphéroïde” : 
AT(,0)=0 T(n,0) fini 


TN, O) = fo(Cos(0) 
T(7,0),.,,: = 0 


On utilise également l'extension au problème du sphéroïde avec des conditions aux limites 
impaires, soit : 


AT(r,0)=0 

T(r,0)., = fo (Cos(8)) pour 0 € [0,7 /2] 
T(r,0) ESS (Cos(x -0) pour 0€ [r /2,x | 
T(r,0) fini 

Alors la solution s'écrit sous la forme : 

B,=0 


B, =- (-D”)f dz f@ P,()= 8,=0 Bu = 2f d f,( Paral) > C, = f d AO) Panal) 


T0,0)= Y, C,(4n+3) Ba 7; A Pa (Cos(0)) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : Sphéroïde aplati creux (n,ÿ) soumis à des conditions aux limites de Dirichlet 
inhomogènes en n=l, et Dirichlet homogènes en n=l;1. 


AT(7,0)=0 
Soit le problème T0) a, =0 
T(n,8),., =1si0€ [0,7/2] O sinon 
1.0 


~ 0 
7 


f in 


Cette fois les conditions de régularité du gradient en n=0 ne s'applique pas car le point est en 
dehors du domaine d'étude (toutefois les conditions de finitude en 0 reste les mêmes pour les 
valeurs 0=0 et 0=r ). La solution se développe donc sous la forme : 


T(n,0)= 4, + B, Arctan(Sinh(m))+ Y (4, P,(i Sinh(m))+ B, i Q, (6 Sinh(m)}P, (Cos(0)) 


n=1,+00 
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La solution est indépendante de et se développe en série de polynôme de Legendre 


Valeur propren 


: o radiale x| Pal Sinh(n)) _ Q, (i Sinh) 
TO) a, =0 > partie radiale z (i SinhL,)) 0. G Sinh(L,)) 


Valeur propre0 
T, O),  =0— partie radiale œ Arctan(Sinh(n))- Arctan(Sinh(1,,)) 


Go) Arctan(Sinh(1,,)) 
2 (Arctan(Sinh(1,,))- Arctan(Sinh(L, ))) 


É Papali Sinh) _ Quai en) 

diy C1)" @n)! (an +3) Para Sinha) Qna li Sinh) P, (Cos(@)) 
2,4% 2"(n) 2(n+1) Pa Sinh(1,,)) OM Sinh(l,,)) 

(i Sinh(,)) Qna (i Sinha) 


T@0)=> 


Pona 


Pour un problème plus général : 
AT(7,0)=0 TNO), =0 T0), = fo) 


Si f} (0) = fo(Cos(0)) cela donne : 


B, = fao Sin(0) f,(0) B, = fao Sin(0) f, (0) P,(Cos(0)) 


z=Cos(0) B,= Í dz f(z) B,= Í dz f, (z) P,(z) 


B, E T) 
2 (Arctan(Sinh(l,,))- Arctan(Sinh(l,,))) 
| P,a (i Sin) _ Qali Sarem) 
g @nt1) (Paule Sinht, d) Osn Sinat) 
A D (Est Sinhl,)) Qt Sinh(l,:)) 
) 


T(n,0) = 


+ 


F,(Cos(8)) 


Papali Sinh D) Qpa (i Sinh, 
Là encore le terme de la série a une valeur réelle : 
P, „„ (i Sinh(n)) purement imaginaire 


Ou (i Sinh(n)) réel 
Paali Sinh(n)) Qali Seien) 
réel I 


(i 
i Sinh(l,,)) Qali Sinh(l,)) 


(i ) 
(Bee i Sinh(l,3)) Qali Sinh(l,, Di réel 
(i ) (i ) 


Ppa Sinh) Qali Sinh(,) 


Fi 


2n+1 
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Par exemple pour deux "Hémisphéroïdes" portés à des températures différentes 
AT(n,0)= 0 TNO) a, =0 

TNO) =T sið e [0,7/2] 

TO) =T si6efr/2,x| 


il vient : 


T(n,9) = T+T, (Arctan(Sinh(n))- Arctan(Sinh(1,,))) 


2 (Arctan(Sinh(l,,))— Arctan(Sinh(l,,))) 
Pana(i Sinh(m)) _ @,( Sinh(n)) 
4-7) F (1P 2n-D4n+3) (Pat Sinha) QE Sinh()) 
OU, P-D! (PC Sin) QG Sinh) 
Pat Sinha) O0 Sinha) 


Pn4(Cos(8)) 


ou bien 
F ET (Arctan(Sinh(m))- Arctan(Sinh(1,,))) 
2 (Arctan(Sinh(l,,))— Arctan(Sinh(1,,))) 
Pet Sinh(n)) Qali Sinh(n) 
(T, == T) > ( 1)" m (4n + 3) Pons : Sinh(l,; ) ok i Sinh(l,) 
2 n=0,+00 2”( (nY 2(n+1) Put i Sinh(1,.)) A i Sinh(1,,)) 
Poa Sinh) Qnal Sinh) 


T(ņn,0)= 


| Pna(Cos(0)) 


Si To =- 1,=1 alors 


Pat Sinha) ©, Sinh(,,)) 


P,a (i Sinh(l,;)) Onal Sahha) 
Pat Sinha) Qna (i Sinh(L,)) 


17 (2n —1)!(4n +3) 
2°" (n—1D(n+1)! 


T(7,0)=2 > € Pna(Cos(0)) 


n=0,+00 


Fe i Sinh) _ @,,.( Sinh) ) 


ou bien 


Pa Sinha) O0 Sinh) 


Put Sinh(l,,)) Qué Sinh(l,,) 
) O6 Sinh(l,)) 


T(n,0) = > ( 1)" CP (4n +3) 


Pere 2” (ntf 2(n+1) 


(Ze i Sinh) Gin (i Sinh(n) ) 
| ) P,,:(Cos(0)) 


Pat Sinh(l,; 
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Exemple : Sphéroïde aplati creux (n,®) soumis à des conditions aux limites de Robin 
inhomogènes en n=l, et Dirichlet homogènes en n=l, 


Si le problème s'exprime sous la forme : 
AT(n,0)=0 T(n,0) fini 
n=l z 0 æ T,(n,0)+ B T0) = f,(Cos(8) 


Alors la solution s'écrit sous la forme : 
Valeur propre n 


= radiale 0 x| ZE Sinh(n)) _ O, (i Sinh(n)) 
POR O PE (z Sinh(l,)) Q, (i Sinh) 


APG ShD) Cosh yP'G Sinang „y = "ESPACE. Sinh,- P,G Sinh( a) 
dn te " á i Cosh(l,>) 
dQ, (i Sinh(n)) n(i Sinh(1,,)0, (i Sinh(l,2))- Q, (i Sinh(l,,))) 
dn P i Cosh(l,3) 
Posons D, = 
an  ((iSinh(l,,)P, (i Sinh(l,))— P, G Sinh(l,3))) (i Sinh(l,3)Q, (i Sinh(l,3))- Q, (i Sinh(l,,))) 
i Cosh(l,,) P (i Sinh(1,,)) Q, (i Sinh(L,,)) 


P, (i Sinh(,)) Q,(i Sinh(l,)) 
Valeur propre Q 
T(n,0) =0 > partie radiale < (Arctan(Sinh(m))- Arctan(Sinh(1,,))) 


ne z (i Sinh(l,3)) Q, (i Sinn(,, 7 


: Posons D, = ne SE B (Arctan(Sinh(1,,))- Arctan(Sinh(1,,)) 


d ; anet — 
an OAP = Cosh(l,,) Cosh(l,;) 


n=l 


Condition aux limites n = l, > à T, (n.0) +p To) o = f,(Cos(0) 


=z=Cos(0) et f,(Cos(0)=CD,+ > C 


n 


Can A P (Cos(0)) 


(2n+1) 1 
Ge 2, Le hOA Gp este 


D, ` 


8,=[& f, 8,=[& f@P,() 


B (an +1) ZE Sh) _ Q, (i Sinh(n)) 
n n F 1 . . . . 
B, (Arctan(Sinh(n))- Arctan(Sinh(1,,))) k P, (i Sinh(L,,)) Q, (i Sinh(L,,)) 


h Cos(0 
D, 2, 2D, 1 (Cos(8)) 


T(r, o=Ž 
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Qui redonne la solution lorsque la condition devient de Neumann a=1 et 6=0 : 
1 1 

z=Cos(0) B,= Í dz f(z) B, = Í dz f,(2) P,(z) 
-1 -1 

a=let p=0> 


>n (i Sinh(l,>)P,(i Sinh(l,3))- P, (i Sinh(l,3))) (i Sinh(l,2)Q, (i Sinh(l,2))- Q, (i Sinh(l,2))) 
i Cosh(l,,) P (i Sinh(1,,)) Q, (i Sinh(L,,)) 
1 
Cosh(l,2) 


0 = 


T(r,0)= + Cosh(1,, YArctan(Sinh(m))- Arctan(Sinh(l,,))) 


i P, (i Sinh a)) Q, (i Sinh, ) P (Cos(@)) 


2 n=1,+00 D 
Ainsi que la solution de Dirichlet ORANE a=0 et 6=1: 


+ 


AT | P, (i Sinh(m)) _ O, (i Sinh(n)) 
> 


n 


P \i Sinh(l i Sinh(l 
z=Cos(0) B,= Ï &fG) B. -f d f&)P(2) a=0ep=1> D, [2 a) A ; nr) 
D, E T E Arctan(Sinh(L,) 

B, B, (Arctan(Sinh(n))- Arctan(Sinh(1,,))) 


2 (arctan(Sinh(l,,))- Arctan(Sinh(1,,))) 


| P,( Sinh) _ Q, (6 cn) 
1 N (i Sinh(,)) Q,(i Sinh, )) E 
Det P (i Sinh(l,,)) Q, (i Sinh(l,.)) 

É (i Sinh(,))  Q,( aran 
On peut vérifier que l'expression Dn est bien toujours à valeur réelle : 
(i Sinh(l,)P,(i Sinh(l,3))— P, (i Sinh(1,.)) 


T(r,0) = 


Sn P (i Sinh(,,)) 
D i Cosh(l,2) (i Sinh(l,2)Q, (i Sinh(l 2) -2,1 (i Sinh(1,,)) 
"7 Q, (i Sinh(1,,)) 
iale (i Sinh(l,2)) Q, (i Sinh(l,2)) 
P (i Sinh{,,)) Q,(i Sinh(l,)) 
n pair => 
P (i Sinh(l,,)) purement réel $ (i Sinh(l,2)P, (i Sinh(l,2))- P, (i Sinh(l,2))) _ purement imaginaire 
P, (i Sinh(l,,)) purement imaginaire Pli Sinh(L,,)) réel 
O,G Sinh(l,,)) purement imaginaire à (i Sinh(l,2)Q,(i Sinh(l,2)- Q, (i Sinh(l,>))) z réel 
Q, (i Sinh(l,2)) purement réel Q, (i Sinh(1,,)) purement imaginaire 
ue purement imaginaire _ EL Tomate reek purement EL 2 réel De none 
purement imaginaire réel purement imaginaire 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


an ((Sinh(,,)P,G Sinh(l,3))- P, (i Sinh(l,,)) (i Sinh(l,,)0, (i Sinh(l,,))-Q, (i Sinh(l,.))) 
i Cosh(I,,) P, (i Sinh(l,)) Q, (i Sinh(1,,)) 


a . P (i Sinh(l,2)) Q, (i Sin.) 
P P (i Sinh(1,)) Q,(i Sinn(,)) 


n impair => 

P,(i Sinh(l,,)) purement imaginaire s (i Sinh(l,2)P, (i Sinh(l,2))—- P, (i Sinh(l,))) 2 réel 

P,(i Sinh(l,2)) purement réel P, (i Sinh(l,)) purement imaginaire 
Q,(i Sinh([,,)) purement réel ; (i Sinh(1,,)Q, (G Sinh(l,,))-Q, (i Sinh(l,))) _ purement imaginaire 
O,.(G Sinh(l,,)) purement imaginaire Q, (i Sinh(L,,)) réel 


urement imaginaire 5 
P 8 = réel 


Terme & = | E 
purement imaginaire 


| ace aj D, purement réel 
urement imaginaire rée ; 
Terme p = E : = f — = réel 
purement imaginaire réel 


Dans l'expression : 


z=Cos(0) B,= [dz f(z) B, =| d RO P,e) 


an  ((iSinh(l,,)P (G Sinh(l,3))— P, (i Sinh(l,3))) (i Sinh(l,3)Q, (i Sinh(l,3))- Q, (i Sinh(l,,))) 
i Cosh(l,,) P (i Sinh(L,,)) Q, (i Sinh(l,)) 
a P (i Sinh(L,,)) Q, (i Sinh(,,)) 
+p 1 À 
P (i Sinh(,)) Q,(i Sinh(,,)) 


Ae o ; E ; 
= Cosh) + B (Arctan(Sinh(,.)) Arctan(Sinh(1,,))) 
T(r,0) = Be Ca aa 


A P, (i Sinh(n)) _ Q, (i Sinh(n)) 
1 i P,(i Sinh(,)) Q,(i Sinh(1,,)) 
2 2. D 


n 


| F,(Cos(8)) 


+ 


Calculons la solution quelque soit les valeurs de a et B pour des valeurs particulières de la fonction 
limites. 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Pour une fonction par palier, "Hémisphéroïde" supérieur à 1, "Hémisphéroïde" inférieur à 0. 


si T(ņ,0) re 1— Heaviside(0 —- 7/2) fonction de Heaviside 
1 
= B,=1 et 8, = [de P,e) =Z z i 7 L =) 
A n+ Jl IS ) (2s | 
2 2 2 2 
—1)"(2n-1)!(4n +3 1 n (2n)! (4n+3 
8, =0 B „= CD On-Dn+3) | (y CD! (Gn+3) 


2/"(n-D(n+Dl(4n+5) (4n+5) 2” (ntf 2(n+1) 


T(r,0) = ' (O AC) 


Pa Sinh(n)) _ @,( Sinh) 
Pat Sinha) Qt Sinh(,)) 
D 


2n+l 
1 (4rctan(Sinh(r))- Arctan(Sinh(1,,)) 
D, 


| Pn4(Cos(8)) 


+ > (4n +5) Bana | 


n=0,+00 


T(r,0)= 


| Py ali Sinh) Qali cn) 

l P>, (i Sinh(l i Sinh(l 

+ 1 >. ( 1)" CR (4n + 3) al ( n) Oal ( n)) Pa (Cos(@)) 
2 n=0,+00 2 (n!) 2(n aa 1) Dons 

Pour une fonction par palier, "Hémisphéroïde" supérieur à 0, "Hémisphéroïde" inférieur à 1. 

si T 1,0), _— = Heaviside(0 —-x/2) fonction de Heaviside 


1 
alors on a démontré que fao Sin(0) P, (Cos(0))= ja iP (z)=- — (1) faz P (z) 
0 


mi2 
comme B,,=0 et B,,, #0 


1 (4rctan(Sinh(n))- Arctan(Sinh(1,,))) 


T(r,0)= 5 
0 


z Pal Sinh(r)) Ozali Smem) 

zi D y Cm! (n+3) Para Sinh(l)) Osal Sinh) 
n=0,+0 ET (ny 2(n+1) Din 

Pour une fonction par palier, "Hémisphéroïde" supérieur à 1, "Hémisphéroïde" inférieur à -1, la 

solution est la superposition de la solution “"Hémisphéroïde" supérieur +1 - Solution 

"Hémisphéroïde" inférieur 1: 

si T (7,0), =1-2Heaviside(0 -7z/2) fonction de Heaviside 


| P,a (i Sinh) _ O, (i Sinh) 
E , (2m) (4n+3) | Put Sinh) Out Sinh, )) 
DE Z D 2%” (nt? 2(n+1) Doa 


Pna(Cos(0)) 


(Cos(8)) 


Pym 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : “Hémisphéroïde" aplati creux (n,ÿ) soumis à des conditions aux limites de Dirichlet 
inhomogènes en n=l, et Dirichlet homogènes en n=l 


Soit le problème : 


AT(n,0)=0 T(7:0),.,, = 0 T(n,0) =1 TN, 0) = 


n=l2 


En utilisant le problème équivalent du sphéroïde creux dont les deux “Hémisphéroides" sont 


soumises à des conditions aux limites de Dirichlet impaires. 
Pak Sinh(n)) Qali Sinh(n)) 
1)" (2n —1)!(4n +3) Pat Sinha) Qt Sinh) 


) 
T(n,0)=2 2 aD! P, a Sinha) Qali Sinha) 
) ) 


Pya(Cos(0)) 


n=0,+00 
Pat Sinh(l) O, (i Sinh, 


ou bien 
P,a (i Sinh(n)) Gant D) 


„n (2n)! (4n+3) E Sinh(1,,)) DES 

0)= 1 
De PA Er: 2n+1) (P,,( Sinh(l,.)) Gt) 
Pa Sinh) Qna i Sinha) 


Pya(Cos(0)) 


Pour un problème plus général : 
AT(n,0)=0 TO) a, =0 TO) a, = f (0) T(n,0),.,, =0 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Par l'équivalence avec le problème aux limites suivant sur le sphéroïde creux : 
AT(7,0)=0 T(n,0) fini TO) pa, =0 


TO), 010.121 = Jo(Cos(8) 
TO), o2z = —/o(Cos(x -0) 


cela donne : 


C, = jæ fo) Panl) 


| Pa Sinh) _ Qali en) 
T(r,0)= D (4n+3) C, EC Sinh(l,; ) Oral Sinh(l,; ) 
em Pat Sinh(l,3)) Qté Sinh(l,>)) 

Pa Sinh) Qt Sinha) 


Pya(Cos(0)) 


Exemple: “"Hémisphéroïde" aplati creux (n,9) soumis à des conditions aux limites de Robin 
inhomogènes en n=l, et Dirichlet homogènes en n=l, 


Si le problème s'exprime sous la forme : 
AT(7,0)=0  T(7,0) fini T0), =0 


a T,01,0)+ B T00) = fo(Cos(8) T(.0), x =0 


Alors peut voir que la solution est également celle du problème suivant sur le sphéroide : 
AT(7,0)=0 T(n,0) fini T(n,0),, =0 


n=l 
a T,(n.0)+ B T,0) 


= f,(Cos(0) 


n2» 010,7/21 


a T,0,0)+ BTO) pen = —/o(Cos(x 0) 
En effet supposons le problème précédent du sphéroïde creux, alors la solution se développe sous 
la forme : 


z=Cos(0) f,(-z)=-f,(2) 


B,=[|&f()=0 B, =0-CD")| dz fa) P,(z) B,=0 B,1=2C,:#0 C, =| E RE) P,e) 


an  ((iSinh(l,,)P (G Sinh(l,3))— P, (i Sinh(l,3))) (i Sinh(l,3)Q, (i Sinh(l,,)- Q, (i Sinh(l,,))) 
i Cosh(l,,) P (i Sinh(1,,)) Q, (i Sinh(L,,)) 
= P (i Sinh(L,,)) Q, (i Sinh(,,)) 
+p 1 a 
P, (i Sinh) Q, (i Sinh) 


| P,a li Sinh) _ Oshi Sinh) | 
2n+1 . ©: . ©: 
P, \i Sinh(l i Sinh(l 
Sraa 3 (ane 37 nt SA > Ba) EE 
n=0,+00 2n+1 
Comme seuls les coefficients impairs sont présents alors la valeur en ÿ=n/2 des polynômes de 


Legendre est nulle Poya) = De Il vient T(r m/2)=0, ce qui correspond aux conditions aux limites du 
problème de "l'Hémisphéroïde”!. 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 
La solution est donc : 
1 
C, = fa oz) P, (2) 
0 


(i Sinh(1,,)P,( Sinh(l,2))— P, (i Sinh(l,))) 


aa P (i Sinh(1,,)) 
i Cosh(l,,)| (i Sinh(l,,)0,( Sinh(l,2))— Q, (i Sinh(1,,))) 
Dg= OC Sinh(l,)) 


: P (i Sinh(l,3)) Q, (i Sinhi,,)) 
f P (i Sinn(,)) Q,(i Sinn(,)) 


al Pas (E Sinh) _ Osu (i Sin CD) 

Ge S e (Sin, )) Osal Sin) 
n200 D 

Lorsque a=1 et 6=0, à la solution il faut ajouter une constante BO (auparavant quelconque dans un 

problème de Sphéroïde avec condition de Neumann fixé ) mais qui est là fixée à O par la condition 

aux limites à la base de "l'Hémisphéroïde”", cela donne donc : 

a=let p=0> 


| Pyn (Cos(0)) 


2n+1 


C,= fa hE) P,e) 


po” (i Sinh(l,2)P,(i Sinh(l,3))- P, (i Sinh(l,2))) (i Sinh(l,,)Q, (i Sinh(l,2))- Q, (i Sinh(1,,))) 
"i Cosh(l,,) P (i Sinh(L,,)) Q, (i Sinh(L,,)) 


Fari (i Sinh(n)) x (i Sinh(n)) 
Pat Sinha) Qt Sinh(,)) 
D 


2n+1l 


Ca 
T(n,0)= X (4n+3) 


n=0,+00 


Lorsque la fonction limite =1, alors la solution se présente sous la forme : 


7 eN 
Cona = [de Pan ESED E Zn 
| P,a (i Sinh) _ Osna (i Sinh(m)) 
= n (2n)! (4n + 3) Pons (i Sinh(l,)) Qali Sinh(l,)) 
D 2, à 2 (ntf 2(n+1) Du i 


Pya(Cos(0)) 


1(Cos(8)) 


2n+ 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : "Hémisphéroïde" aplati plein (n,9) soumis à des conditions aux limites de Robin 
inhomogènes n=|, 


Pour le problème : 
AT(7,0)=0 T(n,0) fini 


aT,(n.0)+BT(n.0),., = fo(Cos(0) T(n.0),.,,, =0 
Il suffit de se conformer à la règle de passage sur la partie radiale dans les résultats précédents sur 


"l'Hémisphéroïde" creux, en éliminant le terme en Qn pour respecter la condition de régularité du 
gradient de la solution. Il vient alors : 


Partie radiale P, (i Sinh(n)) Q, (i Sinh(n)) 
P (i Sinh(,)) Q, (i Sinh(L,,)) 


| = P,(i Sinh(n)) 


C, = fa hE) P,e) 


anli Sinh(l,)P,( Sinh ))— P, (i Sinh(l,))}+ Bi Cosh(l,)P, (i Sinh(l,)) 
i i Cosh(l,) 


> T(r,0) = E (4n +3) Con Pony (Cosh(n)) P, (Cos(0)) 


n=0,+00 Donn 


Exemples divers de problèmes extérieurs sur des sphéroïdes et "Hémisphéroïde" aplatis pleins 


„AT(ņn,0)=0 T(n,0) fini 
TAO, = A0) = f lCosl0) 


indépendante de @ et se développe en série de polynôme de Legendre : 
T(n,0)= 4 + B, Arctan(Sinh(m))+ Y (4, P,(i Sinhm))+ B, Q, (i Sinh(n)\4,P, (Cos(0))+ B, Q,(Cos(0))) 


n=1,+00 


Pour le problème extérieur de Dirichlet La solution est 


Ici nous n'appliquons pas la condition de régularité du gradient en n=0 et ÜŸ=n/2, car cette « ligne 
courbe » n'est pas incluse dans le domaine extérieur. 


Remarque : le seul cas de problème extérieur pour lequel la ligne n=0 et Ê=x/2 est incluse dans le 
domaine (en frontière) est celui pour lequel 1,-0. Dans ce cas il s'agit du cercle limite de rayon c : 
x2+y2=e? z=0: Toutefois comme la singularité du gradient est sur la frontière du domaine, la 
solution peut admettre cette singularité car par exemple elle rend parfaitement compte de 
discontinuité de gradient (potentiel électrostatique ou température) à la frontière du domaine. On 


exclut les solutions du type T(n.0)= Ÿ° 4,0, (i Sinh(n))P,(Cos()) uniquement lorsque la ligne est 


n=1,+00 


incluse entièrement dans le domaine (ce qui est le cas pour le problème intérieure). 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


En définitive La nullité à l'infini, la régularité, la finitude de la partie angulaire, ainsi que le respect 
de la condition aux limites implique que A5=Bo=A,=B:=0, et cela donne une solution de la forme : 
T(n,0)= Š 4,0, (i Sinh(n))P,(Cos(@)).Et La solution s'écrit : 


n=1,+00 


z=Cos(0) B,= fao Sin(0) f (0) = fa A(Z) B,= fao Sin(0) f, (0) P,(Cos(0))= fa h P, (2) 


N (2n +1) Q, (i Sinh(n)) 
T(r,0)= 2: on (Sim) P (Cos(0)) 


Pour le problème extérieur sur « l'Hémisphéroïde », il peut se poser comme un problème mixte 
dans lequel la solution doit s'annuler sur la tranche. Pour le problème général de Dirichlet sur 
"l'Hémisphéroïde": AT(7,0)=0 T(N,0) fini T,O| _, = f,(Cos(0) T(n.0)},.,, =0 


On utilise l'extension au problème du sphéroïde avec des conditions aux limites impaires, soit : 
AT(r,0)=0 T(r,0) fini 


T(r,0),., = fa(Cos(0) pour 0 € [0,7 /2] 
=-f,(Cos(r-0)) pour 0 efx/2,x] 


Alors la solution s'écrit sous la forme : 


n=l, 


T(r,0) 


r=l, 


M k Qna (i Sinh()) 
Ce l dz fa(Z) Pan (z) T(n,0)= 2 C,(4n +3) On AC Sim, >) CO 


Toutes les solutions précédemment étudiées pour le problème intérieur ont donc un équivalent en 
problème extérieur en remplaçant la fonction de Legendre de première espèce en celle de 
deuxième espèce. 


Exemple d'électrostatique : problème extérieur de Dirichlet, sphéroïde aplati dans un champ 
électrique uniforme axe z, porté au potentiel VO 


En utilisant le développement en série de polynôme de Legendre en Cos(0) et de fonction de 
Legendre de deuxième espèce, avec la forme requise du potentiel à l'infini, la solution doit être de 
la forme : 
x = cCosh(n}Sin(9)Cos(p) y =cCosh{n)Sin(9)Sin(p) z= cSinh(n)Cos(9) 
T(n,9) =V,  LimT(n,9)=-E,z = -E,cSinh(n)Cos(9) 

7—+0 


710 


T(n,9)= -E,cSinh(n)Cos(S)+ > 40. (iSinh(n ))P (Cos(9)) 


a TE OO) 
= F0) Es a) ae) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Les fonctions de Legendre de deuxième espèce en dehors ou dans l'intervalle [-1,+1], sont reliées 
aux fonctions usuelles suivantes : 


ot ja EE GE = 220241) à O(e)= (6 -1lroe( 2+) 6e) zeC 


1 


P(iSinn(n)=1 P(iSinh(n))=iSinn(n) P, (iSinh(n))=- ; (3Sinn°(n)+1) 
P\(iSinh(n))= iy Sinh’ (n)+1 =iCosh(n) P}(GSinh(n))=-3Cosh(n)Sinh(n) =- = Sinh(2n) 


Loef Sat 3 = —2iArcCotan(Sinh(n ))=> Q,(iSinh(n))= : Los Sahh 3 = —iArcCotan(Sinh(n )) 


Q, (iSinh(ņ ))= Sn ); Log RPM +) 1= Sinh(n ArcCotan(Sinh(n))-1 
iSin 


Q, (z)= 1 (Sink? (n )+ )+1)Lo (one o -)- 6iSinh(n ) = 2 (Sin (n)+ 1)ArcCotan(Sinh(n ))- 3Sinh(n)) 


iSinh(n)-1 


Un sphéroïde aplati au seul potentiel VO sur sa surface provoque un potentiel extérieur de la 
forme : 
T(n,9)=V y Qisinh(n)) -y ArcCotan(Sinh(n)) 
S "OGSinh(n,)) ° ArcCotan(Sinh(n,)) , 


Ce résultat peut également s'appliquer à un problème thermique stationnaire, en supposant un 
corps de forme sphéroïdales plongé dans un milieu extérieur conduisant la chaleur, afin de 
déterminer la répartition spatiale de la température hors du corps. Les articles sur le sujet 
s'intéresse surtout au cas limite où le sphéroïde aplati temps vers un disque de rayon c. Dans ce 
cas il s'agit de la valeur no=0. Comme : 


n, > 0 => ArcCotan(0)= > >Th,9)=V, 2 ArcCotan(Sinh(n)) 
T 


2 DD 2 2 2Ÿ 2,52 
sit) VE +D°-C LCR c ) + 4c°z 


2 dre 42 2 2 2Ẹ 5 
Er. dé rene 
di c 


Une autre formule en coordonnées cylindriques est donnée dans l'ouvrage de J.D.Jackson 
« Classical-Electrodynamics » : 


d 2 = 2 2 
T(p,z)=V, 2 ArcSin = eun = T(p,z)=V, 2 ArcSin 2 
T 2 d Ÿ + 7° m d 


1ta, 


Soro- 


À 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


En réalité ces deux formules sont identiques, en utilisant les formules de correspondance entre les 
coordonnées sphéroïdales aplatis et cylindriques : 
d,+d, d? +d; +2djd;=4c? z?’ + p°- c+ VC + p° ©} +4c°?z° 

2c 4c? 26° 


Cosh(n)= 2 Sinh°(n)= 


Formule  ArcTan(x)= arosi | ArcTan +) = ArcCoTan(x) si x>0 
x 


x 
V1+ x? 


2 2 
Sinh?(n)= CELA se Io 2c SE 2c 
4c Sinh(n) f(d, +d,)ÿ -4e  irx d+d, 
5> ares à 7 | = ArcTan(x)= Aretan a) = ArcCoTan(Sinh(n))= c.q.f d 


Sur l'axe de symétrie la solution s'écrit : 


2 
Axe z > p=0= Sinh{n)= = =% 
Cc C 


= T(n,9)=T(p,z)=V, z AreCotan( =) =V; 7 AreTanf £) =V z ArcSin £ 
mT c mT Z mT Cz 


Exemple d'électrostatique : problème extérieur de Dirichlet, sphéroïde aplati dans un champ 
électrique uniforme le long de l'axe x ou y, porté au potentiel VO 


En utilisant le développement en série des fonctions associées de Legendre en Cos(0) et des 
fonctions de Legendre de deuxième espèce, avec la forme requise du potentiel à l'infini, la solution 
avec un champ le long de l'axe x doit être de la forme : 
x = cCosh(n)}Sin(8)Cos(g) y = cCosh(n)Sin(9)Sin(o) z= cSinh(n)Cos(9) 
T(n,9) =V,  LimT(n,9)=-E,x = -E,cCosh(n)Sin(9)Cos(p) 

7 —+00 


T(n,9)=-E,cCosh(n )Sin(9)Cos(p HS Saro (iSinh(n ))P” (Cos(9))Cos(mo) 


n=0 m=0 


=V) = —E,cCosh(m, }Sin(9)Cos(p)+ SS ro (GSinh(m ))?" (Cos(9))Cos(mp) =V; 


n=0 m=0 


n=no 


T(n,9) 
>n=Q0etm=0 ou n=letm=l 
> (- EscCosh(m,)- KRON (iSinh(m D}sin(9)Cos(e) + 4Q, (iSinh(n, ) =V 


e : TOR E 
AO (iSinh(m))= 7 = 4 = Q (iSinh(n,)) 


(- EcCosh(n,)- 40! (iSinh(n,)))Sin(9)Coslo)= 0 = 4 = 


n=N0 


= _ EcCosh(m ) 


Q; (Sinh) 


S E,cCosh(n,)Q; (iSinh(n)) |. y Qo(iSinh(n)) 
T(n,9)= {cost 0! a) 7 télcuto)er Vo an) ) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Avec un champ le long de l'axe y, on a immédiatement : 


mes __EcSinh(n, JO (GSinh(n)) TON Ce Q(iSinh(n)) 
P9) =- reco(r) FO CAUD  ) h iSi). 


Les fonctions de Legendre de première et deuxième espèce en dehors de l' era [-1,+1], sont 
reliées aux fonctions usuelles suivantes : 


R()=1 R()=z R()=5 6-1) vz 


P(z)=V2 -1 P(z)=3:07 -1 zec 
ole)= 3 Log 2) OE 2 Logl£ = )- 1 Q,()- 67 D7É a)-e) zeC 


2 1 
2 2 2 
NL Z z“ -1 z+1 A a SZ a2 e ZNZ =] z+1 
o (z) — TEN 3 zog( ==) Q;(:) ee > 7) zeC 


Avec l'argument z=iSinh(n), il vient : 


P (iSinh(n))=1 P(iSinh(n))= iSinh(n) PiSinh(n)= 2 (6Sinh (n) +1) 


P\(GiSinh(n))= iy Sinh?’ (n)+1 =iCosh(n) Pi (iSinh(i)) = -3Coshln )Sinhln)= -Ż Sinh(2n) 
he 


Sinha) 3 = -2iArcCotan(Sinh(n))}= Q,(iSinh(n))= : Log SP 1) = —iArcCotan(Sinh(n )) 


Q, (iSinh(n ))= Si) ); Log mate) -1 = Sinh(n)ArcCotan(Sinh(n))-1 


iSinh 


0, (z)- 1 (3Sinh° (n)+1)Lo one —)- sisinta) |= Hit) + 1)AreCoran(Sinnln))- 35nn ) 


Q! (z)= = en + ‘Coshln 7) (hl: 3 =- anh(n)+ Cosh(n ArcCotan(Sinh(n)) 
oile) = SRECE 2 , MSC) SM nm are ten in) SM CD 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple d'électrostatique : problème extérieur de Dirichlet, potentiel à travers une plaque 
conductrice parfaite, trouée par un disque circulaire centrée sur l'origine. L'espace de part et 
d'autre est soumis à deux champs électriques uniformes à longue distance dirigés selon l'axe z et 
de valeurs inégales E1 et E2. La plaque conductrice est portée au potentiel nulle 


En utilisant le développement en série de polynôme de Legendre en Cos(@) et de fonction de 
Legendre de deuxième espèce, avec la forme requise du potentiel à l'infini, la solution doit être de 
la forme : 

x = cCosh(n)}Sin(8)Cos(p) y = cCosh(n}Sin(9)Sin(o) z= cSinh{n)Cos(9) 

Intérieur du disque p =c > z=0>nņ=0 p= cSin(9) Qe [0,7] 


Extérieur du disque p =c > z =0> 9} = - p= cCosh(n) ne [0,+0] 
LimT._ (n,9)= -E,z = -E,cSinh(n)Cos(9) 

7-20 

LimT.. (n,9)=-E,z = -E,cSinh(n)Cos(9) 

7—+0 


T- =T) 


E 00 


N 


=0 


+ pale +] 
QE elo, +0] 97 „nelo, + | 


© © 


-uol Q, (iSinh(n)) ))- EcSinh(n)}Cos(9) 
A n = {4,.Q (iSinh(n))- EscSinh(n)}Cos(9) 


rE (7.9) 74.9 (-i0)= 4.Q(+i0) Comme Q(-i0)=-Q,(+ i0) 
PEÏ0,c 


Continuité T_(n, ) 
z pelo,c] 


> A- = Az 


ÔT._(n.9) OT. (7,9) 
n ôn 


Continuité des dérivées 


z= =0 
pel0,c] pelo,c] 


= -A_iQ;"(-i0)- Ec = A iQ, '(+i0)- E,c 
A (iQ '(+ i0)-iQ,'(-i0))= c(E, -E,) 
Comme iQ,'(+i0)= iQ,'(- i0)=-5 voir plus bas 
_£,-E) 
T 


1, (n.9)- {LEE o sim )- Gesinhn)}Cos(s) 
| 


LE Ho (sinl) - EscSinh(n Cos(s) 
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Les fonctions de Legendre de deuxième espèce en dehors ou dans l'intervalle [-1,+1], sont reliées 
aux fonctions usuelles suivantes : 


Q(e)= 10824) 1 Q(:)- tog 2=)- = 


1 1J} 2e] 


Q (iz)= Z Log = = 1) 1 Comme Logt z L) = 2 join 
iz i 


=> Q,(iz)= zArcCotan(z)-1= zarcTan +) =i 
2 


Log” i 1) = Are Cine) 
rl) i 
Q, (iSinh(n)) = Sinh(n)ArcCotan(Sinh(n ))-1 


y = ArcCotan(z)= z = Cotan(y)= =t => Tan(y) 2. > y = Areta +) 
Tan(y) Z Z 


Q, (iSinh(n))= Sinh(n paesa — 
Q '(iz)= LE) 5 2 = AreTan BE 
i 2  \iz-1) 1+z z) l+z 
iQ,'(iz)= Areta =) (+ i0)= Z iQ,'(- i0)= =E 
Z 2 2 


Exprimé avec les fonctions élémentaires, la solution est la suivante : 


T. (1,9)= |- LEE sito arcrun( ir £ ] E Gesinr)} Cet) 


T..(n.9)= [AEE] smart) e ] — E,cSinh(n Jento 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 
Prise en compte de conditions aux limites de Robin inhomogènes plus réaliste 


Dans ce qui précède, tout comme dans le cas des sphéroïdes allongés, nous avons volontairement 
simplifié les conditions aux limites de Robin sur une iso-surface n=Cste ou Ü=Cste. Mais nous savons 
qu'elles prennent la forme suivante dans un problème axi-symétrique : 


-B (2n+1) P (i Sinh(n)) Ë 
T(n,0)= > E2 a 2 P simni, J CAO z = Cos(0) 


1 OT(,,0) 


a 
Cosh°(,, JE Sin’ (0) ĉn 


gas y 8 Dlg, i Coshll, }P,"(e Sinh(l, 1 
2 


e 2 © Josh Q,)- sin") BA A) 


Cosh P: sim, = ZERE Shena Sinh(l,)) 


1 Si hll 2 
>B, = fæ f(e) B, H (Sinh) 2 fe) P (2) 
` 3 g [smet Jr + A Smh Ja iP, (i Sinh(t,)) 
ssil ) ln P (i Sinh(l, ) 
On retrouve les intégrales classiques du problème de Dirichlet en posant a=0, 6 =1: 


8, = ja JE) 8,- ja f()P,() 


+ BT(,,0)= f(6)= 


Pour le problème inhomogène de Neumman, a=1, 6 =0, il vient : 


Cosh(1,) 
B, constante quelconque B, = nié „Sinh? (, )+ 2° f(z) 
f iP _ i Sinhl, 
n Sinh(1, )+ 


On peut calculer les dernières intégrales à l'aide du résultat suivant : 


P,\i Sinh g 


k rfn +1+ 3 4 
Posons m= Sinh(1,) B:(z)=2"5; i 
1-0 P(27 +10 (2n -21+ Def: -n+ 3 


(a+ 2) Lm) 


EA 21+ Dr n+) 


jær, (z}/z° +o TSIS 


+l 1o 
Lim)= | d z” dJ? +9 =” f dx x” N1+ x? Ea r|- „l+ : eee L) 
= 


1 
VAE 


70 2 1 1 1 
Remarque f dx x” N1 +x? = — Ail - DE 7 


ma” (21 + 1) 


No 
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Pour le problème aux limites inhomogène de Robin, on est amené à considérer des intégrales du 
type : 


Dny Z 
P = Cosh\l =, "0; = — 
osons No os (1,) c r x T 
9A 
(Z) En 
+1 2 2 2 +1 2 no 2 
[eT re) fd Z) DL f a E P, x) 


-1 C+ Din," +z C =i No i Dn, i z C Kils 1+cV1+ x° 
Re +| — ño 
C 1 


z 

=j 
Ara N 

a 

+ 

~x 

+ 


I 


Comme _P,,(n,x)=2? 
1=0 1 
(21 +1) (2n — 21+ D? -n+ >) 


1 1 
y9) En a A rfnsiss) bn Een 
No A L, (z)= Los: 2 n 2+21 f Jea l+x 
A 


> | dz 0 
à C+Dn +2 2 rer r(n-2r+ (ins) i l+evl+ x 
1 1 CR c? 
sl AppellF [- „l+ ;l; +>; : | = 
le 5 War C2 2” n n-e) 


No 
21 
Remarque f dx x 


CI 1+cV1+ x’ p m” (21+1)1- c°) 1 1 3 c’ 2 
EF HE 7 atre 
C 


No 


° 2 LE 2 
iaa h (1-c?) m4 1 2H 
c>0 c M 2l+3 
1 
110 | 2 
= Lim | dx x” LÉ z (eur =) 
ERA Le 1+cv1+ x? 1o (21 +1) 2 2 M 
No 
EE r(n+1+ ;) 
+ 2 Fe 
a No +z’ P ( )= 1 22 2 2 27 L( ) 
SA A ATE 1\ (2+) - e) Re 
4 C+Dÿm +z 0 1 (21 +1) (2n — 21 +Drfi-n+)) 


1 1 3 1 c’ 1 1 3 ce? 
L(n,,c)= AppellF| ——;1+— 11+—;-—; = El11+—;1+—; —1+c° 
(Mo ) pp { 2 2 2 ne =) {, { 2 2 Es) | 


rer T(a+m+n)T(b,+m)T(b, +n) r(e) x” y” 
220 420 T(a) T(b,) T(b,) Ifc+m+n) m! n! 


Ici  AppellF(a,b,,b,;c;x; y)= 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple gravitationnel: problème intérieur et extérieur Poisson/Dirichlet, champ gravitationnel 
interne et externe à un sphéroïde aplati, homogénéisation de l'équation de poisson 


On applique la solution particulière pour homogénéiser l'équation de Poisson intérieure : 
Tu Y.Z z)= d AA +y z) Q, = -47p Tany z)= -rpl +y?) 

x = cCosh(n NE y = cCosh(n)Sin(9)Sin(o) z= cSinh(n)Cos(9) 

x? + y? =c Cosh’ (n )Sin’ (3) 

Les solutions intérieures et extérieures sont a comme suit : 


T (n,9)=-xpc?Cosh°(n)Sin°( + S ap iSinh(n))P,(Cos(3)) 


n=0 


> T,.(n,9)=-xpocCosh(n) 1- Cos’ ( 9))+ > 4 P (iSinh(n))P,(Cos(3)) 


n > ( 


2_2 1 2 2 2 
Or x =TRG)+ 1x e 


= 1, (n,9)=- ape Cosh (nr (Cos(8))- P.(Cos(3))+ Ë 4,P,(Coshln))P, (Cosa) 


T.(n.9)= Ÿ 8,0, (iSimhr))P.(Cos(3)) 


n=0 
Ô Ô 

T T —T. =T 
a À js (m9), ôn nno) ôn atn) 
Ô 1 © Ô 1 ô r 
Ta 9) Ta 9) Ta 9)= PUR 
ôn (3) c{Cosh°(n)- Sin? (9) ôn 8) On (7.8) c]Cosh°(n)- Sin°(9) on Tau(r.8) 

© Ô 

—T .(n,9)= 9 
> ôn a(n, ) ôn T(n, ) 


Le respect des équations de continuité conduit au système linéaire d'équations (avec ici des 
nombres imaginaires): 


z ape Cosh (n, XP (Cos(9))- P, (Cos(9 +Š AP (iSinh(n, ))P,(Cos(9)) = Bo, (iSinh(n, )P (Cos(9)) 


n=0 n=0 


E £ ape 25inh(n)Cosh(n KE, (Cos(9))- P,(Cos(9)))+ iCosh(n MY 4,2 '(iSinh)P (Cos(9))= 


n=0 


= iCosh(n 280, (iSinh)P. (Cos(3)) 


= ~ 70 Sinh( XP (Cos(9)) P: (Cos(9)))+ 14, (sim) (Cos(9) = 318,0, (mA) (Cos(3) 


n=0 


2 ER SaR 2 P 
4- 37e Cosh’ (m) = B.Q, (iSinh(n, ) AP, (iSinh(n ) + 3 Pc" Cosh’ (n) = B,Q, (iSinh(m ) 
=> 
4 ; ; TA Fo r 4 ; ia 
= 3 7PC Sinh(n) =iB,Q, (iSinh(m, ) iAP, (Sinh(n ))+ 3 7PC Sinh(n) = iB,Q, (iSinh(m ) 


VnÆ#0,2 A,P(iSinh(n,))= 8,0, (iSinh(n,)) i4,P,(iSinh(n,))= iB,0,"(GSinh(n,))= 4, = B, =0 


nn E a AR s d 
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Les développements du système linéaire d'équations donnent les calculs suivants (intervention du 
Wronskien des fonctions de Legendre Pet Q: 
: 1 Re Te dose Le 
Wronskien W(P,6)0, Ge) = gr = 2CSinh (ne VO, GSinh(n )— P, (Sinhn, JO, GSinh (ne )) 
1 1 


>P, (iSinh(m )o, '(iSinh(m ) a7 '(iSinh(n, )o, (Sinh( ) z 14 Sinh? (m) T Cosh? (m) 


P(iSinh(n, JO," (Sinh(n ) F >Q, (iSinh(n, ) = Eh (iSinh(m ) =1 


1 1 
Cosh’ (m) Cosh’(n, ) 


| 4  Sinh(m) , = La. ; 
B, =- B, = —-— Sinh(n, )Cosh 
IDo 3 mpe 10, (Sinh(n, ) > 15 3 TPE Din (m) O5 (m) 


4 = B,O(Sinh(n,))+ pe Cosh? 0n) 


4 = pe Cosh (m )+ i$ apSinhln, )Cosh?(m)0,(isinh(n,))= pe Cosh (mn Xl + 2iSinh(ms )O,(iSinh(ns)) 


BQ, (iSinh(m )) a = ape Cosh (m) 
P,(iSinh(n,)) 


paR 2 Ta 
AP(Sinh{n, })+ Z 7pc°Cosh? (n) = B,Q;(iSinh(m))= 4, = 


pa 2 
B,0, (iSinh(n, ) = 3 pc” Cosh’ (m ) 


iP,'(iSinh(n,) P,(iSinn(n)) 


+ pe Sinhln)= 18.0. (Smit) 
B,0,(iSinh(n)) iP,(iSinh(m) 4 2e. 
P(iSmQ) TE) = rome) 
Jets) op ECS NO: (im) émane (Sin) = 
iP,(iSinh(n,)) 
P{iSinh(r,)) 


iB, he 2 iP,'(iSinh( 0) 
OR) 


= iB, = ape Cosh? (n,(Sinh(n, 2P{Sinh(n,))- Cosh? On iP, (GSinh(m )) 


eee , ae 2 
iP, (iSinh(n, ))- iB,Q, (éSinh(n, ) z 37e’ Cosh’ (n) 


= $ apo’Sinhlm,)- Žap°Cosh’ (i) 


Or P'(x)=3x => iP,(iSinh(n,))= 3 Sinh(n,) 2P (x)=3x -1> 2P,(iSinh(n, ))=-3Sinh°(n,)-1 


> iB, = = ape Cosh (n |- Sinh(n, J8Sinh°(n,)+1)+ 3Cosh? (n, )Sinh(n,)) 


RLE 2 
B,Q, (iSinh m )) S 3 rpc’ Cosh? m ) 
PGSinh(,)) 
z i$ ape’ Cosh? (n)SinA(ne 0, (GSinh(n))- = pc Cosh? m) 


P(iSinh(n,)) 
1+ 2Sinh(m, l'O, (iSinh(n,)) 
P(iSinh(n,)) 


> iB, = $ pe Cosh (n )Sinhbn) À, = 


> À, = 


>4= == ape°Cosh? (n) 
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La solution extérieur s'écrit fort simplement : 


B, = i$ ape Sinh )Cosh’ (n) c | (10, Sinha- 
(1,9) = Lxpe?Sinh(n )Cosh? (m, 

B, =-i t Sin )Cast (| iQ, (iSinh(r )R (Cos(8)) 

On note tout d'abord que la solution est bien réelle en vertu de la valeur purement imaginaire des 

fonctions de Legendre de deuxième espèce d'argument imaginaire et de degré paire ! De plus on 

peut exprimer les fonctions de Legendre de deuxième espèce avec des fonctions élémentaires : 

Les formules suivantes sont connues 


AreCotan(=)= € — ArcTan(z)= à <i LE) m l Les|- et) l Le[ it) _ Logli) 


2i l- iz 2 2i iz —] 2i iz —] 2 


Log(i)= il > ArcCotan(z)= - 2 Lo : 
2 2i iz—] 


| De même ArcCotanh(z)= Trog 2 r) 
Z — 


=> ArcCotanh(iz) = —iArcCotan(z) = Trog z + 1) =- ArcCotan(z) = 2 tog = È 1 
iz — 


Q,(iz) = log” z r) = —iArcCotan(z) Q, (iz)= "(G7 + 1)ArcCotan(z)- 3z) zeC 
O,(iSinh(n))= -i4rcCotan(Sinh(y))= iQ, (iSinh(n)}= ArcCotan(Sinh(rn))  P(Cos(9))= ee 
Q, (Cosh(n)) = $ (BSin#?(n) +1)4rcCotan(Sinh(n))-3Sinh(n)) 


= —iQ, (Cosh(n))= = (Sin (a) + 1)4rcCotan(Sinh(n))-3Sinh(n)) 
Injectons ces formules dans l'expression de la solution, il vient : 


T, (n,9)= $ pe Sinhn )Cosh’ (n, XiQ,GSinh(n))- iQ, (iSinh(n ))P,(Cos(9))) 


ArcCotan(Sinh(n )) 
=N= EL SRE A + (si) 1}AreCotan( Sinna) 35) EO 


— Sinh(n (7)8Cos’ (9 Eire ? ArcCotan (Sinh(n))+ 
T.(n,9)= xp Sinh(n,)Cosh" (no) i 
+— 3 ArcCotan(Sinh(n )GSinr( (n)+ 13Cos°(9)- 1) 


— Sinh(n 8Cos’(9 jene À déCotenl (Sinh(n))+ 
= T.(n,9)= xpe Sinh(n, }Cosh” (ne) i 


+ 2 AreCotan( (Sinh (7))8Cosh? (n) De 3Sin 2(9) 


ST 9)= rpe’ Sinh(n, }Cosh”(n, D Sinh(n XGCos*( 9)-1)+ | 


+ ArcCotan(Sinh(n )\2 (2 (Cosh? (n)+ Sin? (8))- 3Cosh°?(n )Sin” (9) 


i 
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Il reste à exprimer en fonction des axes du sphéroïde aplati respectivement de grand axe a et petit 
axe b, avec a>b. Alors la surface n—n0, décrit une ellipse sur n'importe quel plan o=Cste, de grand 
axe a et de petit axe b (le long de l'axe z). On a : 


z=b=csSinh{n,) p=/x +y =a=cCosh{n,)= c = Va? -b Cosh(m, )= # Sinh(n, )= 
c 


D'où la solution : 


Tu (,9)= 7 a'b : Sinh(n3Cos?(9)-1)+ | 


Je 2 pb? (+ ArcCotan(Sinh(n )2{(Cosh°(n)+ Sin°(9))- 3Cosh° (7 )Sin°(9)) | 


oO JS 


Exemple d'électrostatique : problème intérieur de Dirichlet, potentiel à l'intérieur d'un sphéroïde 
aplati conducteur parfait placé au potentiel 0, avec une charge Q0 placé en son centre 


Le potentiel crée par une charge QO placé au centre d'un sphéroïde aplati est le suivant : 
x = cCosh(n)}Sin(8)Cos(g) y =cCosh(n)}Sin(8)Sin(g) z=cSinh(n)Cos(9) p =x + y? = cCosh(n)Sin(9) 


Q, O, x 
9)= 9)= 
TU Jx +y +z aC kia Sink’ (n ss Tln, cJ Sinh? (q )+ Sin’ (3) 


T(n,9)=T,(n.9)+T.(n,9)= 


P, (iSinh(n P (Cos 9 
c Sink? ( a > 9) 


e 
T{(n,9) _ =0=T(n,9). =- = f,(Cos(9 
(3) on cf Sinh?’ (q, )+ Sin? (9) fe(Cos(s) 


La solution générale du problème aux limites de Dirichlet étant la suivante : 


E £ 1 : (2m +1) P,(GSinh(n ) 
a= CA BE JARN TG LR S) 


n=no 


F,(Cos(8)) 
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Il vient : 


Qo P,(z) 
z=Cos(0) B = 
oa ý à fe Sinh(n (n0)+ Sin’ (9) 


; P (z) 5 
De plus on sait que faz -= = 2P,,(0)Q, (x) D x= iSinh(n,) 
ao wv 1+ 7° í ; 
1 


x°— 
Pa) PO) n 
n = d n =2P, 0 je S h 5 

> fa Jo Sinh’ ( (n )- l+? * Z E (0)Q. (i in (n )) 

P, (z) P, 1 P, (2) 

d n 2 + i 
É | VSinh (n5)+1- 2° Z -ja RE a a z? — Cosh’ (m) 
=> fe P, (z) = 2iP,,(0)Q,,(iSinh(m,))= B,, = -22. iP, ,(0)Q,,(iSinh(n,)) 
\JSink?( (n) )+1-— z? 


(4n +1) P,,GSinh(n)) 
2 P,(Smhm)) 


>T,(n,0)= J, B, P,„(Cos(8)) 


E Q, Qs Qon Q,(Sinh(n0)) ) 
= T(n,0)= > (4n+1)P,,(0 P,„(iSinh(n)) L,,(Cos(0 
Vu cSinh/(n)+ Sin(9) € 2. n+ D, V P, Sinh) P,,(Sinh(n)) a CE 
Qo 1 Q,,GSinh(no)) ) 
= T(n,0)= > (4n+1)P,,(0 P,, GSinh Cos(0 
(7,0) = fn (n)+ Sin (9) 2 n + )P,,( D P, (Sinh(n Ky >n (i inh(n)) L,,( os( ») 
Comme P,,(0)=(-1)" PE 
Qo 1 pr (2n ) A Qon (iSinh m )) p 
= T(n,0 > (-1 4n +1) 20 P (iSinh >, (Cos(@ 
ds En (n)+ Sin? (9) 2. PF! ği ND Sn) à Ne 


De plus c=\Va-b* a,b grand et petit axe du sphéroïde 
Sur l'axe z, le profil est le suivant : 
Cos(0)=+1 Cos’(0)=1 Sin(8)=0—x=y=0 n>0 


[1 Q», (iSinh(m)) 
P,&D=1S T(7,0) = | nn) Dire OO) 
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Inverse de la distance entre deux points du système sphéroïdal aplati dans un même plan 
azimutal 


La formule d'inverse des distances en utilisant les coordonnées n,8 : 

x = cCosh(n)}Sin(8)Cos(p) y =cCosh(n)}Sin(9)Sin(g) z= cSinh(n)Cos(9) 
p = x? +y = cCosh(n)Sin(9) = 
Cos(9) _iSinh(n) 
Cos(9') _iSinh(n') 
Distance entre les deux points (n,9) (n',9) 


Deux points | dans un même plan azimutal 


C 


Gex +59 + (2-2 


E 1 
Sinh?(n)+ Sinh? (n')+ Sin? (9)+ Sin? (9°) - 2Sinh(n)Sinh(n')Cos(9)Cos(9")- 2Cosh(n)Cosh(n'}Sin(9)Sin(9") 


À (n +1)0, (isin())P(Sinh(n)P.(Cos(S)P(Cos(9)  n'<n 


[È en DP Gsm) sm DP (Cos8)R (Cos) n<m 


Si le point (n',0') est sur l'axe z en valeur négative, il vient : 
9'= x > Cos(9')=-1 Sin(9')=0 P(-1)=(-1) 

1 
JSinh?(n)+ Sink? (n')+ Sin? (9)+ 2Sinh(n)Sinh(n')Cos(3) 


DC (n+ D0, (Sinklar ))P, (Sinh )R (Cos(9) n'en 


De 1)" (2n + 1)P, GSinh(n)Q, (iSinh(n'))P,(Cos(9)) n <n' 


On introduit également les variables suivantes 11, v : 
x = cCosh(n}Sin(9)Cos(g) y =cCosh(n)}Sin(9)Sin(p) z= cSinh(n)Cos(9) 


u=Cos(9) v=Sinhfn)=z=evu x=c/(l- uw fi+v)coslo) y=c/- xfi +v’]Sinlo) 
p= x +3? = cCosh(n)Sin(9)> p = ce - 1 1+v°) 
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Exemple d'électrostatique : problème extérieur de Dirichlet, potentiel à l'extérieur d'un 
sphéroïde aplati conducteur parfait placé au potentiel 0, avec une charge Q0 placé sur l'axe z 


Pour la résolution de ce problème, on utilise la formule précédente d'inverse des distances pour un 
point (n',0'=x) sur l'axe z : 

1 
JSinh?(n)+ o Sin’ (9)+ 2Sinh(n )Sinh(n')Cos(9) 


[Èo "(2n +1)0, (GSinh(n))P,(GSinh(n')}P.(Cos(9)) n'<n 


De Y (2n +1)P, (GSinh(n))Q, GSinh(n'))P,(Cos(9)) n <n' 


Le a cb crée par une charge QO placé sur l'axe z à une distance donnée d'un sphéroïde aplati 
est le suivant : 


x = cCosh(n}Sin(9)Cos(o) y =cCosh(n)Sin(9)Sin(p) z=cSinh(n)Cos(9) p = x? + y? = cCosh(n)Sin(9) 
)= -1 >z = —cSinh(n,) pP, =0 


q 


Charge placée à Cos(9, 
Q 


T (n,9)= = 
(8) x+y +z- 
= Q 
c\]Cosh° (n)Sin? (9)+ Sinh”(n)Cos’(9)+ Sinh?\ : )+ 2Sinh(n)Cos(9)Sinh(n, ) 
=> T, (n,9)= Q, 


o + Sin’ (9)+ Sinh’ (n, )+ 2Sinh(n)Sinh(n, }Cos(9) 


"a "(2n +1)Q, (GSinh(n)}? P (iSinh( DP, (Cos(2)) n, <n 


n=0 


Ai 1)" (2n +1)P (iSinh(n)Q, (isinh(n, E (Cos(9) n<n, 


T(n,9)= rar 
TOI) n, = 0> T)ar, 5709), = f(Cos(3) 


n= 


5 


= f,(Cos(9)) = -Q aD "(2n +1)P (iSinh(n, Q, (iSinh( DP P (Cos(9)) puique <n, 


La solution Ts s'écrit alors suivant la distance au point de l'axe z : 


B = E (2m+1) Q„(Cosh(n)) 
z=Cos(0) B,„= Í de RO PE) TOO LR o one) CO 


NE= SC) (en + 7, (Simhn, DO. (Sin, JP. (Cos(9) 


n=0 


B, = fe NO Pale) =- Li (me DE Pin On) 


B, = [de 6 P(e) =-=? (- ip (sim )o. (isinna, ) 


ae P,(iSinh(n,)O, (Sinh(n,) i, 
T.(2,0)= —# DA 1)" (2m +1); en) Q, (Sinh(n)) P, (Cos(0)) A 
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Par conséquent le potentiel total est le suivant : 


S (= 1)" (2m + 1)P, (Cos(0) iQ, (iSinh(n fz liSinh(n,)) rnhin i Q, (iSinh(n,)) | 


pour h< ur <N 


co 


SCA) am à De, Co» 0m rm) - FD 0, (sin) | 


pour M, <n<n, 


ou bien 
1 


Q [JSinh? (n)+ Sin?’ (9)+ Sinh? hn, )+ 2Sinh(n )Sinh(n, JCos(9) 
c n(o a py P CSAC JO, GSinhkn) 
Pr) 


T(n,0) = 


Q, (GSinh(n)) P ,(Cos(0)) 


Etude du cas limite constitué par le disque de rayon c=a, b=0 


Pour le cas limite constitué par un disque de rayon c=a, b=0, il vient en coordonnées sphéroïdales 
aplaties : 
x = cCosh(n)}Sin(8)Cos(p) y = cCosh(n}Sin(9)Sin(o) z= cSinh(n)Cos(9) 


c=vVa -b b=0>c=a 


Intérieur du disque p=c—z=0=n-0 p=cSin(9) 8el0,r] 


Extérieur du disque p =c > z =0> Q= p =cCosh(n) y e[0,+0] 


Axez Q=0,7m—x=y=0 z=+cSinh(n) 
On porte donc dans les expressions précédentes la valeur n0=0 : 
l 


T(n.0) Q, ĮJSinh’(n)+ Sin’ (9)+ Sinh?’ (n, )+ 2Sinh(n)Sinh(n, \XCos(9) 
N, — 2u 


LS S (m+1) 5 aC) o, (isinna, JO, (Sinha) P.(Cs(O) 


1 
P, (0)= 02 77,0) = 2 [Sinh (7) + Sin (9)+ Sinh” (n, )+ 2Sinh(n)Sinhin, JCos(9) 
- Y (4n+1)i en Q,,(iSinA(n, Jo, (Sinh) P,, (Cos(6)) 
n=0,+00 AU 

P(i0) 2i  P,(i0) 2i 

De plus Yv Q. (0) = => ©. Go) a 
l 

L, re,o) = À] VSP (r )+ Sin? (9)+ Sinh? (n, )+ 25inh(r)Simhlr, )Cos(9) 


© +2 Eln +10, (iSinnla, Jo, (éSinh(r)) P, (Cos@) 


n=0,+00 


avec z,=C Sinh(n, = Sinh(n, )= Za _ 7 
c a 
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Exemple d'électrostatique : problème intérieur de Dirichlet, potentiel à l'intérieur d'un sphéroïde 
aplati conducteur parfait placé au potentiel 0, avec une charge Qo placée sur l'axe z 


Pour la résolution de ce problème, on va utiliser la formule précédente d'inverse des distances si le 
point (n',0'=x) est situé sur l'axe z, il vient : 
1 


Sinh?(n)+ Sink? (n')+ Sin? (9)+ 2Sinh(n )Sinh(n')Cos(9) J 


Di Y (2n + 1)Q, (iSinh(n)}P,(iSinh(n'))P.(Cos(9)) n'<n 


ge 1)" (2n +1)P,(isinA(n))O, (Sinh P, (Cos(9) n<n' 


Le potentiel crée par une charge QO placé sur l'axe z à une distance donnée à l'intérieur d'un 
sphéroïde aplati est le suivant : 


T,(n,9) 8)= Qo 
c fSin’ (n)+ Sinh? (n, )+ Sin? (9)+ 2Sinh(n)Sinh(n, XCos(8) 


iÐ (1) (En +1), (SinA(n))P (iSinh(n, )P(Cos(9) n, <7 


20e 
s > (-1)' (an + 1)2,(iSina(n)o, (iSimAln, )P,(Cos(9)) n <n, 
T(n,9)=7,(7.9)+7. (7,9) T9), =0= 7.7.9), =-T (7.9), = fo(Cos(8) 
> f,(Cos(9)) = -Q Ai Y (2n + 1)Q, (iSinh(n, ))P, (iSinn(n, )r.(Cos(9) N, <o 


La solution Ts s'écrit Joe suivant la distance au point de l'axe z : 


i oi (2m+1) P,(iSinh(n)) 
z=Cos(0) B,= [æ Jo) PE) T, (r,0)= 2 Pr 2 P (iSinh(n,)) 


hO=-2i S (1Y Qn + 10, GSinhln )P(iSinhln, Jr, (Cos(s) 


n=0 


P,(Cos(0)) 


B,= j dz f(z) P,(z)=- & (—1)" (2m + D ee (iSinh(n, ))P, (isinnn, ) 


B,= Je RE) P,(e)=-(-1)"i0, (iSinh(n, )P, (sinh(n, ) 


T. (1,0) = D (-1)" (2m + 1)iP, (iSinh(n, jee) P (iSinh(n)) P,(Cos(0)) 


Et par conséquent le potentiel total est le suivant : 


SAN Cm + DP. (Cos(9) ir sin) os) LR (int) n, << 


m=0 Pya (iSinh(n,)) í 


>. 1)" (2m +1)P,(Cos(9)) iP, (GSinh(n fo (iSinhn, )- + (iSinh(n, ) ep) a) n<, <M 


T(n,0) = 
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On peut également écrire : 
1 


d VSinh°(n)+ Sinh°(n, )+ Sin°(9)+ 2Sinh(n)Sinh(n, JCos(s) 


c - (A (m1) (Sinna, TD (sin) P (Cos(0)) | 


Lorsque la charge est placée au centre, on retrouve la solution précédente : 


Charge au centre n, =0 


Tero) = DS (-1) (em + 1P, (Cos(3)iP, ofo, (Sinh) A P (iSinh(n ) 


T(n,0)= 


m=0 


ou bien encore 


Q, 1 F o n Q (iSinhm)) 1e. 
T(n,0) = 1)" (2m + LP, (10) R P (iSinh(n)) P,(Cos(0 
OS ET 2, CD Om RO se r O) PCO 
P (i0)=0 si m=2n+1 
-Q 1 oy Q GSinhlm)) p (s; 
= T(n,0)=% | Tar e 2 O E ran) S RC 
_ Q Q», (iSinh(n, )) Q; 
=> T(n,0) = à LESE PAE N AT P,, (iSinh(n)) P,,(Cos(@)) 
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Exemple équation de la chaleur régime stationnaire en présence d'une source interne de chaleur 


également répartie dans un sphéroïde aplati dont la surface est fixé à la température 0 : 
problème intérieur de l'équation de Poisson 


On applique la solution particulière pour homogénéiser l'équation de Poisson intérieure : 
AT(x,y,z)=-0, > T,(x,y,7)= -Q Aa +y à x? + y? =c Cosh’ (n )Sin (8) 

x = cCosh(n)}Sin(8)Cos(p) y= O )Sin(9)Sin(o) z= cSinh(n)Cos(9) 

Petit axe b=cSinh(ņ,) Grand axe a=cCosh(n,) 


La solution intérieure est ee comme suit : 


T(n,9)= -2 Cosh’ (n )Sin?( DE P (iSinh(n))P,(Cos(3)) 


nn 


= T(n,9)= -2 c’Cosh’ (n) 1- Cos’ ( 9))+ +54 P (iSinh(n))P (Cos(9)) 


n A 
n=0 


or nos ten 


(x)- (x) 


= T(n,9)= a c’Cosh’ (nP, (Cos(9))- P, (Cos(9 a P (iSinh(n))P,(Cos(3)) 


T9], =02 -Cosh (n AR (Cos(8))- R(Cas(9)}+ Sat JP. (Co(8) 
4 = 2e Cosh (m) 


55 
A = -2 Cosh n) A, =0 


P,(iSinh(no)) " 


rens)=-2e Prost) Cost? (n [Got Coste (n) Z ESAU) (cosa) 


P,(iSinh(na)) 


rn,9)= 22 econ- Con) Cost? (n) Coste ln) RM (cosl) 
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Exprimé à l'aide des fonctions élémentaire et des paramètres grand axe a et petit b du sphéroïde, il 
vient : 


P,(Cos(3)) =  (BCos”(8)- 1) P{(Cos(9))=1 a=cCosh(n,) b=cSinh(n,) 


2 2 2 
P(iSinh(n) = (6Sinh (n)+ 1) PGSinn(n ) = Sinn n) = 


2 2 2 
z = œ =a -b 
2c c 
2 2 


T(n,9)= Be con) » = (Cos*(8)- {con (3Sinh°(n)+ i] 


+e 


= Q, 2 2 P 2 a 2 « 24 EE >. 12 2 B 
T(n, 9)=- e facons (7)-(8Cos°(9)-1)Cosh° (7) o (3Sink?(n)+1{3Cos?(8)-1) 


T(n,9)= E e 3cosn (asil) -25 mÆ sin) 1N8Cos*(9)-1)] 


3b° + c° 


Q, 2 2 2 2 24° a’ -72 2 
> T(n,9)=- (4 -b° | 3Cosh?(n)Sin pee (3Sinn°(n)+1X8Cos°(9)-1) 
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Exemples divers sur des cônes sphéroïdaux ou sections coniques sphéroïdales aplatis plein ou 
creux (domaines bordés par des hyperboloïdes à une nappe, tronqués), soumis à des conditions 
aux limites homogènes angulaires et inhomogènes radiales 


Exemple : "Cône" sphéroidal aplati plein d'angle O, en coordonnées sphéroïdales (n,8) soumis à 
des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes en n=l, et Dirichlet homogènes en 0-60 


Soit le problème : 
AT(r,0)=0 T(r,0) fini 


T, O), = f(Cos(8)) 
T, O) oo, =0 


A noter que le domaine n'est pas un cône en réalité, mais l'intersection entre la nappe complète 
de l'hyperboloïde 8=6, , le sphéroïde aplati n=l,et le disque de rayon a dans le plan z=0, comme 
suit: 

2 2 2 


y Z 


X 
L = Cste > Sphéroide aplati + + =] 
1 d Pan Cosh (l,) a Cosh (l,) aSinh? (l) 


2 2 


y Z 


X 
0, = Cste = Hyperboloïde à une nappe + =] 
o d PPE Sin (0,) Sin (0) a°Cos’(6,) 


Disque de rayon a dans le plan z= 0 


La solution doit comporter les mêmes contraintes que pour les solutions sur le sphéroïde aplati, à 
savoir : 

T(ņ,0) fini 

T(n,0) fonction paire en 0 soit T(n,-0)=T(n,0) 


T(n,0) ne comporte aucune singularité en 0 = 0, continue et dérivable 
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Pour respecter la condition aux limites T(n,0}, , =0- 0n est amené à rechercher une extension 
00 


des polynômes de Legendre de degré entier à des fonctions de Legendre de degré non entier À, 
P,(Cos(8))— P, (Cos(0)) À, tq P, (Cos(0,))=0 


Dans ce cas la partie radiale n'est en général ni purement réelle, ni purement imaginaire, comme 
avec les indices entiers, et dans ce cas, on peut par convention prendre la partie réelle de la 


fonction, étant entendu que la combinaison linéaire : 
Symétrie du mirroir 


P, (i Sinh) + P, (i Sinh) _ P, (i Sinh) + P, Ci Sinh) 
2 J 2 
demeure bien solution de l'équation séparée radiale comme on peut le voir ici : 
d°R(n) | Sinh(n) dR) 
dn? Cosh(n) dn 


P, B) =P, © => P G Sinh(n)) = 


n(n+1)R(ņ)=0 


n > -n 
d? R(-n) _ Sinh(-n) dR(-n) _ d'R(-N) | Sinh(n) dR(-m) UE 
a C NA ane che di Ve Cr 


R(n) solution => R(—n) solution 


Exemple si l'on prend la valeur 0 =7/2 


si l'on prend l'angle Pg i alors les 20 premières valeurs propres Àn = 
1.77729,4.76278,7.75826,10.7561,13.7548,16.754,19.7534,22.753,25.7526,28.7524,31.7521,34. 
752,37.7518,40.7517,43.7516,46.7515,49.7514,52.7513,55.7512,58.7512 


si l'on prend l'angle 8 FONN, alors les 20 premières valeurs propres Àn = 4.85051, 11.7962, 
18.7798, 25.7719, 32.7673, 39.7643, 46.7622, 53.7606, 60.7594, 67.7585, 74.7577, 81.757, 
88.7565, 95.756, 102.756, 109.755, 116.755, 123.755, 130.754, 137.754 


, alors on retrouve les valeurs propres Àn =2n+1, 


si l'on prend l'angle = NE alors les 20 premières valeurs propres À, = 0.802557, 2.55757, 


4.30927, 6.06011, 7.8106, 9.56093, 11.3112, 13.0613, 14.8115, 16.5616, 18.3117, 20.0617, 
21.8118, 23.5618, 25.3119, 27.0619, 28.812, 30.562, 32.312, 34.062 


En respectant la contrainte de régularité du gradient et par principe de superposition on recherche 
la solution sous la forme d'une série : 


T(n,0)= DB," (i Sinh(m)}P,, (Cos(0)) 


n#0,+00 


La prise en compte de la condition aux limites inhomogènes en n=l, donne : 
% 

B, = fas Sin(0) f,(Cos(@)) P, (Cos(0))<— z = Cos(0) on pose u = Cos(0,) 
0 


Cos(@,) 
s [LEP = [ef @Pr,( PIE 2) = = jar, G ueri z) 
Cos(0,) Cos(6 ) Ho 
réel 
B, B (i Sinh(n)) P, (Cos(0)) 


À, tq P (t)=0  T(n,0)= CP" 
US SEC rca à 
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En utilisant les résultats de calculs similaires pour le cas des coordonnées sphériques, on peut 
expliciter cette solution sur le cône sphéroïdal comme suit : 


= Cos(8,) B, = Le 0 P, () 


Ho 
(24, +1) B P“ (i Sinh(n)) 


T(7.0)= Y An PTG Sinh(,)) 


0, 
PS ” P, (4 AV) 


Lorsque fa(9)=1 alors : 


P -P !' P -P 
In = Cos(0,) A, tq P, (m )= 0 B je». 4e) aE | MU) n a1(4o) 


P, (Cos(0)) 


n 


ra 22, +1 22, +1 

B, P“ (G Sinh(n)) 

T(n,0) = £ PET P, (Cos(0 
2, P, (2) PE Sinh(1,)) 2 (C6) 

Pi. …()-P, a(t) P: (i Sinh(n)) 

T(n,0) = 5 P 0 À Pi 0 
(n ) pre 1 oP, .U), 7 Ce Sinh(l, )) À ( os( )) n tq (= 
P, -1 Ho 


ý of 
Tous les termes de la série sont bien réels par construction de la partie radiale ne € (E Sinh(n)) 
définie par la partie réelle ou bien : 
P, (i Sinh(n))+ P, (i Sinh(n)) _ P, (i Sinh(n)) + P, Ci Sinh(n)) 
2 j 2 
Avec les formules de récurrence sur les fonctions de Legendre, il vient : 
2P, (uo)+ (4, +1)P P, a(o) 


(21, +1)u, 
P (OS AP a) (à, +1)P SP AT 


(24, +1)P aa (bo) | (24, +1)P 4 a(t) 
À (2, +1) 


n 


P!“ (i Sinh) = 


Formule de récurrence P, (uas 


(2, +1)P 2, aliy) 
À 


n 


=> P atn) Praa): 


5 (24, +1) P?“ (i Sinh) 
maea (A, 41) OP, (to) P7“ (i Sinh(l,)) 
n n ðA, 


T(n,0)= P, (Cos(0)) 2, tq P, (m)=0 
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Problème : "Cône" sphéroïdal aplati, de longueur infini, ou hyperboloïde à une nappe tronqué en 
z=0, plein d'angle 9, en coordonnées sphéroïdales (n,9) soumis à des conditions aux limites 
Dirichlet homogènes en =», 


Soit le problème suivant : 
AT(7,0)=0 T(n,0) fini T(n,0) 


Le problème n'a pas « stricto sensu » de node aux limites paires en n. La solution peut 
également se développer à l'aide des parties réelles des fonction de Legendre de première espèce 
et deuxième espèce. Comme nous l'avons déjà vu dans d'autres systèmes de coordonnées (système 
sphéroïdal allongé et cône sphérique), on décompose en deux sous-problèmes, correspondant à 
des solutions dans les deux sous domaines : la forme des fonctions radiales utilisées anticipent le 
cas limite d'un angle d'ouverture à 90° pour lequel on cherche alors le profil sur l'axe de révolution, 
d'un disque plein porté à une température fixe, et zéro au delà sur le plan du disque. Dans ce type 
de problème alors les parties réelles des fonctions de premières espèces sont nulles dans le premier 
domaine (le domaine fini) et les fonctions de deuxième espèce sont purement réelles (dans le 
domaine non borné). Dans le domaine fini, il convient donc de prendre la partie imaginaire des 
fonctions de première espèce et dans le domaine non borné la partie réelle des fonctions de 
deuxième espèce. Cela permet également d'éviter d'utiliser des fonctions strictement 
proportionnelles par construction. 


Décomposition de l'unité 1= + Q24, +1) P, (Cos()) À, tq P, ()= 0 


JR T0, Dah +] = 0 


ge] = T(n, 


n#0,+00 À, (2, + 1) OP; (4) 
04, 
o, =[0,4,]k[0,6,1- 7, 10- F Q4, oi DP, (a) , 4 ME G sinkon), (Cos(@)) 
(50h e0, a00) = P (u) | (,+1) "Im, (Sinha) 
AP, (u ,) Eao) En s É 
E? p (22, +) Re(O, (i Sinh())) 
= |£,,+ ] [0, 0 NES o, (7,0) = -e a CAN P, (a) B, Re (o, je Sinh(l, Dr (co os(8)) 
2,1 Ho à, 


Symétrie du miroir 
P!“ (i Sinh(n)) = Re(P, (i Sinh(n))) QG Sinh(m)) = Re(Q,, (i Sinh(m))) 
P?” (i Sinh) = Im(P, (i Sinh(m))) Q% Gi Sinh) = Im(O,, (i Sinha) 
P, (Gi Sinh) + P, (i Sinh) _ P, (i Sinh(n))+ P, Ci Sinh(n)) 


POPO | PU Sinh(m)) = ~ a Pa l 
2,2 = 0,0) oz Sinn) = ZE SD - O, G Sinh) _ Q,, (i Sinh) +o, (i Sinh) 
P” Gi Sinh(n)) = AC SIDE (i Sinh(n)) _ P, (i Sinh(m)) 2, (=i Sinh(n)) 


=> 
Q, (G Sinh(n))- Q, (G Sinh(n)) Q, G Sinh(n)) - Q, Ci Sinh(n)) 
2i 2i 


O7 (i Sinh(n)) = 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Il vient pour les dérivées : 

dP, (i Sinh(n)) — i Cosh(n)2, 
dn — — Sink’ (n) —1 

dP, (i a _ Hi (Sinh P, (i Sinh) +i P, (G Sinh) 

dP, (~i Sinh(n)) dP, (i Sinh(-m)) dP, (i Sinh) 
dn dn dn' 


(i Sinh) P, G Sinh) — P, (i Sinh(n))) 


-n 


À 
7 AG) (Sinan P, (i Sinh(n'))+i P, (i Sinh(n'))) 


soit : 


dP, (-i Sinh | jus: f San 
ERA . G) _ on ShP, Ci Sinh) -i P, (i Sinh(m))) 


dP/ G Sinh _ A, (g; ie je 
mn” = pgp SPDP G Sinh) = Pia C Sinh) 


dO (i Sinh(m)) 4 


dn Coh) (Sir AGO" G Sinh) - Q; (i Sinh(m)) 


Plus généralement, on peut écrire : 


dRelP, e E TT (Sinh) RelP, (i Sinh(m})- Im(2, (i Sinh) 
dIm(P, Cao) z AA (Sinh) Im(P, (i Sinh(m)})+ Re(P, Sinh(m)))) 


dRe(O, (i Sinh(n))) 4, 
dn Cosh(n) 

dIm(Q, (i Sinh(m))) À 
dn — Cosh(n) 


(Sinh Relo, (i Sinh(n)))- Im(Q, (i Sinh(m)))) 


(Sinh) Imlo, (i Sinha))+ RelO, (i Sinh) 
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Les continuités Co et Cı conduisent à un système d'équations linéaires : 


T,P ap 
Ta Oh, =T, 0h >- nalo) 4 pe 4, + B, = 050%) 
1 nel0.6,] nel0,0,] (4, + 1) (2, 5 1) 


2,(Sinh(mim(r, (i Sinh(i,)))+ Re(P. (i Sinh(,))) 
Cosh(m)Im(?, (i Sinh(1,))) 
ru 2, (Sinh) Re(Q, (i Sinh(,»))- Im(Q, G Sinh(1, »)) 
né. Cosh(m) RelO, (i Sinh(1,))) 
Re(P. G Sinh(l,))) … Im(Q, G Sinh(l,))) 
Im(P, (i Sinh(1,))) Te Re(O, (i Sinh(l,))) 
TEO. Re(O, (i Sinh(1,)) (TP, (tt) Re(P, (i Sinh(1,))) 
aai = mea n (a, +1) Im(P, (i Sawn 
_ if Sinh(,D}Re(O,, (i ne Si, Relo, | 
Im(P, (i Sinh )))im(Q, (i Sinh(l,))) (a, +1) Im(Q, (i Sinh(l,))) 
TP, (4o) Im(P, (i Sinh) imlo, (i Sinh(l,)))- Sinh(l, Relo, G Sinh(,)))) 
(A, +1) Im(P, G Sinha, DIMO, C Sinh, )))+ RelP, G Sinh, D)Re(O, G Sinh(,))) 
DETIN 
” o (4+1) 
T,P, (4o) Re(O, (i Sinh(l, )ÂRe(P, G Sinh, )))+ Sinh(l, imh P, G Sinh(1, »)) 
TEAN (4,+1) Im(P, (i Sinh, Dimo, LG Sinh, »)+ Re(?. (i Sinh(l, DÌR, (i Sinh(1,))) 
Sous une forme « condensée » on écrira la solution : 


(Im(Q, G Sinh(1,)))- Sinh(l, JRe(O, (i Sinh(l,)))) 


ôTo, (n.0) _ 019, (1,0) 


=> Sinh(n)4, + B,)+ A, 


= À,+8B,= Sinh(l, )+ 4, 


Pr - (Relo, (i Sinh(1,)))RelP, (i Sinh(l, Deme: (i Sinh(l, Dm, (i Sinh(1, ))) 
E (Ref? P, (i Sinh(l, p}+ Sinh(,, Jim(P, > (i Sinh(l,))) 
Sn Re(P. (i Sinh(1,)))Re(O, (i Sinh(l,)))+ Im(P, (i Sinh, )im(O, (i Sinh(1,))) 


TP, (Ho) e TP, 1 (Ho) e 
A = el a 5 Joe, (i Sinh(l,))) B, -ef G 5 eco. (i Sinh(l,))) 


o, = [o.z xk[0,6,1- 707,027, $ — T Jl 1+ p, Im(P, (i Sinh) P, (Cos(@) 
re 2, (à, +1) 


ðh, 
24, +1) 
A) 


n 


Q, ={1,,#0]<[0,6,]- T01. = -7 5 l E, RelO, (i Sinh(m))) P, (Cos(6)) 


rs A (A, +1) 


La continuité est bien assurée grâce à la relation entre coefficients : 


p, Im(P, (i Sinh(l,)))+ é, Re(O, (i Sinh(l,)))=1 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Dans le cas de valeurs propres non entières, on peut écrire : 


Re(O, (i Sinh(1, )))= -Z Tan! 2, Z ref, (i Sinh(l,))) 
Imlo, (i Sinh, )))= Z E Coran, 2, 5 J Im(P, (i Sinh(1,))) 


Im(o, (i Sinh(1,)))= -Z Tan! 2, Z Jin 6 Sinh(1, ))) 
Im(P, G Sinh(1, )))- Sinh(l, )Re(P, (G Sinh(,))) 


p, = RelP, (i Sinh(l,))Re(P, (i Sinh(1,)))+ Im(P, (i Sinh(l,)))Im(P, (i Sinh(,))) 
=) 2 Sinh(l,)Im(P, (i Sinh(1,)))+ Re(P, (à Sinh(l, ))) 
$n rta p z) Re(?, (i Sinh(l,)))Re(P, (i Sinh(l,)))+ Im(P, (i Sinh(l,)))im(P, (i Sinh(1,))) 
to 


Avec la relation : 


p, Im(P, (i Sinh(l, ))-ZTan(a, 2} Re(P, (i Sinh(1,)))=1 


Ces dernières formules ne s'appliquent pas lorsque les valeurs propres sont entières et dans ce cas 
il faut revenir aux formules avant développement des relations entre partie imaginaire et réelles 
des fonctions de première et deuxième espèce. 


Voyons maintenant le cas particulier de l'angle d'ouverture Ôd,=n/2. Dans ce cas l'hyperboloide 

dégénère en le plan (x,y) tout entier excluant un disque de rayon c, et les valeurs propres du 

problème aux limites de Dirichlet sont les entiers impairs. Nous avons donc fait le bon choix des 

fonctions propres car d'après la construction les fonctions de premières espèce sont purement 

imaginaire et les fonctions de deuxième espèce purement réelles. En effet : 

Dapy Le Sinh(n))=—P,,4(i Sinh(n))= P, (i Sinh(n)) > P, (i Sinh(n)) purement imaginaire, 
i Osn (E Sinh) = Qi Sinh) = QG Sinh) => Qs, (i Sinh(n))purement rée 


P, (i Sinh(n)) purement réel 


De même T ; PEO 
Q, (i Sinh(n))purement imaginaire 


Après assurance des conditions de continuité de la solution et de sa dérivée, les coefficients et la 
solution s'écrivent cette fois-ci : 


_ 2 LA z aP, (0) 2" (a) 
Lo = Cos(0,) Co z) 0> 4, =2n+1 —=— Le =—(-1)" Gn 71) 
(24,+1) (4n+3Ÿ2n) 
= dE (à, F 1) oP, (0) DE (2n + 227 (a) 


S > i Toa (1,0) _ (4n +3)2n) 
Q, = [o.z x [0.0,]> 7. =} 1)" Deo [1 - 8, Im(P,„ a (i Sinh) )] Pyn (Cos(0)) 


Q,={,+0<[0,0]- E vg o, E, Re(Os, sı (i Sinh) Pan. (Cos(0)) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Examinons le profil sur l'axe z cartésien. Selon les coordonnées sphéroïdales aplaties, la nappe de 
l'hyperboloïide se transforme en un disque de rayon ro=c Cosh(l,), et l'axe z est entièrement décrit 
par la variation de n pour un angle Ü=0 


x? +y’ =n = Cosh(l,)=1+ Sinh?) = => Sinh(l,)= Jr —1 


hai Ta (0) _ , _(n+3)2n) 
o, = [o,; ]x [0,0,]> T. - Z\ 1) Car 2h Qi} [L-8,Im(2,,.,G Sinh(n)))] P,,.,(Cos(0)) 


a =f aokoa] 20e TE Cr ee E, RelO, sı (i SinhGm))Pa,. (Cos(8)) 


En introduisant la valeur du Wronskien dans ce cas particulier, il vient : 


P, (iSinhlt, Jo, "(sina(s, )- P, 'ESinrli, Jo, GSinrl, )- 1 = 1 


1+ Sin, ) Cosh’ (l, ) 


Sans le facteur iCosh(1, )! 
LP, (isinA(, Jo, ‘Sinal, )- P, ‘Sinal, Jo, (Sinal, ))]= 
= la (on. (co), (sh, oh 


= P,  (iSinA(r, Jo, (isina(r, )- P, (iSinhlt, Jo, (Sinal, )= = 


À, 

= P, (sin, Jo. (sin) Pona isinne, Jo, simnl, )= 
n 

=> Re(Q,, a(i xX ))Re(P,„(i Xo))+ Im(P,„ (i x))Im(O,, GX )) z a 


En simplifiant avec le facteur d'échelle c=1, l'intervalle de valeur de z est séparé en deux sous- 
intervalles : 
Disque de rayon r, sur le plan (x,y) n, = Cosh(1, ) Sin, )= x =4ņ -1 0=0 À =2n+1l 
B, = (Im(Q,, x))- Xo Re(O,, (i x) ))) 2 

i (Re(O,, (i x,))Re(P, (i xo) ))+ Im(P >na Ci x))Im(Q,, (i xo) ))) 
£ = (x, Im(P, „1 (i xo))+ Re(P,, (i xo))) B 
i (RelO, (i x,))Re(P, G xo))+ Im(P, pa G x,))Im(Q,, (i xo) ))) 

aD y ey En hag, meiz] 


To nano 2n+2)2°" (nY 
z = Sinh(n) e| 0, Sinal, )= x, = 1] 0 nt (27 +2)2°" (nt) 


To) _ n (4n+3)2n) 
T, Ti 1) (2n +2)2” (n! pe Re(Q,,„ (i z)) 


a F 1XIm(Q,, (i x»))- Xo Re(O,, (i xo ))) 


(2n+1)x Im(P, „(i x))+ Re(P,, (i x))) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


La solution dans le cas limite Ÿ,=n/2 correspond à une fonction limite dont la valeur est 1 sur la 
section annulaire [c, ro=c Cosh(l,)] et nulle au delà. D'après les valeurs numériques, la solution en 
z=0, au centre du disque est également constante = 1. Ce profil est à rapprocher de la solution 


2 
connue du profil qui s'avère être une fonction très simple : a Zj- a/ 1 + = ; 
0 H H 


Profil qui accuse numériquement encore un décrochement sur la fonction de première espèce dans 
le premier domaine de solution, décrochement constant qui s'amenuise avec la prise en compte de 
plus de terme dans la série. Tandis que pour le deuxième domaine, seul quelques termes suffisent 
pour épouser parfaitement la solution littérale : 


1.0 
0.8 
7 — Profil(z, nmax) 
U.G 

À < z 
D4 y 2 me 
0.2 


0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 
Il s'avère que sur le premier domaine, la convergence est extrêmement lente. Il faut donc calculer 
un nombre important de termes (près de 300 sur ce domaine). Dans certains cas il arrive que les 
coefficients 6, divergent (et £, tendent rapidement vers 0, et inversement) rendant impossible le 
calcul de termes indiciels plus élevés. Dans cas on choisit l'un ou l'autre des schémas de calcul 
suivant : 


B, = (2n + 1Xīm(0,, (E xa))— xa Re(Q,, 6 x0))) 
Schéma 1 _1-£,Im(P,„ a(i x)) 
”  Re(O,,6x)) 
E, = (2n +1)(x, Im(P, „1 (i x5))+ Re(P,, Ci xo))) 
Schéma 2 _ 1-6, Re(Q,a (i xo)) 
CET CUT) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : "Cône" sphéroïdal aplati plein d'angle @,, en coordonnées sphéroïdales (n,0) soumis à 
des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes en n=l, et Neumann homogènes en 0-6: 


Soit le problème : 
AT(n,0)=0 T(n,0) fini 


T(n,0),., = fo(Cos(6)) 
TO), =0 


La solution doit comporter les mêmes contraintes que pour les solutions sur le sphéroïde, à savoir 
T(n,0) fini 

T(n,0) fonction paire en 0 soit T(n,-0)=T(n.,0) 

T(u,0) ne comporte aucune singularité en 0 = 0, continue et dérivable 

Pour respecter la condition aux limites L CE). z j on est amené à rechercher une extension 
des polynômes de Legendre de degré entier à des fonctions de Legendre de degré non entier Àn 


PGND =k, (ASLON: ce qui donne la condition suivante pour établir les valeurs propres du 


problème de Sturm-Liouville. 
dP. oP. 
Ho = Cos(0,); — a a E A E O VAN 
Z 


Oz z’—1 


z=Ho 


À 
S za oP, (u), 1(&))5 0 


0 


> À, =0 ou uP, (Ho) P, (4o) = 0 


Exemple si l'on prend la valeur 0 =7/2 
si l'on prend l'angle B= 7e alors les 21 premières valeurs propres À, = 0, 3.19569, 6.21953, 


9.22885, 12.2338, 15.2369, 18.239, 21.2405, 24.2416, 27.2426, 30.2433, 33.2439, 36.2444, 
39.2448, 42.2452, 45.2455, 48.2458, 51.246, 54.2462, 57.2464, 60.2466 


si l'on prend l'angle G=riT, alors les 20 premières valeurs propres À, = 0, 8.05252, 15.14, 
22.1738, 29.1917, 36.2028, 43.2104, 50.2158, 57.22, 64.2232, 71.2258, 718.228, 85.2298, 
92.2313, 99.2326, 106.234, 113.235, 120.236, 127.236, 134.237, 141.238 


, alors on retrouve les valeurs propres À, =2n n20, 


En respectant la contrainte de régularité du gradient et par principe de superposition on recherche 
la solution sous la forme d'une série : 
T(r,0)= BP“ Sinh(m))P,, (Cos(0)) 


n#0,+00 
La prise en compte de la condition aux limites inhomogènes en r=l, donne, en incluant la valeur 
propre 0: 
Fonctions propres P(z)=1 P,(:) 
z=Cos(0) u,=Cos(6,) 
Ho 


kaleno e R E a a IGN -fé-1-u, 


Ho Ho Ho Ho 


À, tq À, T 0 ou Lol, (45) SP (45) = 0 
Biy B, P“ (i Sinh) 


,0)= 
T(n,0) | P, BI PI Gi Sinh(1,)) 


P, (Cos(0)) 


1= 0 n#0,+00 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


La norme des fonctions propres se calcule ainsi (voir résultats sur les coordonnées sphériques) : 
|e (| x À, P (u OP, (Ho) H oP, (u) 
i (24, +1) + °° ðA ° & 


La solution du problème s'écrit donc : 
Lo = Cos(0,) 


B, = fa TOR fa A(Z) P, (z) 


Ho Lo 
À, tq À, = 0 ou HP, (to) P, (Ho) = 0 
P“ (i Sinh 
rD 3 Pet 5. EU P, (oslo) 
ES, narar An P, (4o) OP, (Ho) | PT (i Sinh(l,)) 
Ce a | 


Lorsque f:{Ÿ)=1 alors on a : 
Ho = Cos(6,) À, tq À,=0ou HoP, (Ho) — Po) = 0 


à D= BaO- O], = CC) 


Ho 


> np Oi 


+1 


1 
To 


1 
en utilisant la forme alternative de l'intégrale indéfinie fa P, (z)= 7 
| n + 


AOR] 


B,= f d P,(E)= = — Fe, O-P O], =P, 0) - uP, H)]=0 


Ho 


À +1 


1- t 
Et l'on retrouve bien la solution triviale T(n,9)=1 


A titre d'illustration, choisissons une autre fonction limite de profil : 
f,(0)=1- Heaviside(0-0,) avec 0, € l0,0,[ 
et posons u, = Cos(0,) 
1 

B, -fæ=0- 4) B,= AC z)= A, =r, a0)-P, 0), AI 
Il vient la solution re ; 

=Cos(0,) +, =Cos(0,) 
À, tq À,=0ou LP, (Ho) =P, (40) = 0 

2 P -P P“ (i Sinh 
T(n,0) = 1- 4 y} D ( zai) aln )) a (i Si Go} P, (Cos(0)) 
l= Ho n#0,+00 (o] (4o) OP, (4o) Pi (i Sinh(L, )) 
À, P, (ko u 


|P, ()-P, „(u ] 


ðA ° A 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : Cône sphéroïdal aplati plein d'angle Oo, en coordonnées sphéroïdales (n,0) soumis à des 
conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes en n=l, et de Robin homogènes en 8o 


Soit le problème en transformant la condition aux limites en variable z=Cos(0): 
AT(n,0)=0 T(n,0) fini 


T(n,0),, = fo(Cos(0) z=Cos(0) m = Cos(0,) 
&'Ti(n,0)+BT(r,0),, =0 < aT;(n,z)+ 8 F(r,2).., 


La solution doit comporter les mêmes contraintes que pour les solutions sur la sphère, à savoir 
T(7,0) fini 

T(n,0) fonction paire en 0 soit T(n,-0)=T(n,0) 

T(n,0) ne comporte aucune singularité en 0 = 0, continue et dérivable 

On est amené à rechercher une extension des polynômes de Legendre de degré entier à des 


fonctions de Legendre de degré non entier À, T (COSU RE (COS (0) 


suivante pour établir les valeurs propres du problème de Sturm-Liouville. 


dP, (2) 0P,,(z) _ 2, 
RS Po = (2, @-P, 0) 


, ce qui donne la condition 


Lo = Cos(6,) ; a 


À 
> a 7 (mP, (1) P, ())+ 8 P, Go) =0 


0 


Exemple si l'on prend la valeur 0 =7/2;a FUP RIA, alors on trouve les 20 premières 
valeurs propres À, =1.73778, 3.85727, 5.90164, 7.92492, 9.93927, 11.949, 13.9561, 15.9614, 
17.9656, 19.9689, 21.9717, 23.974, 25.976, 27.9777, 29.9791, 31.9804, 33.9815, 35.9826, 
37.9835, 39.9843. 


si l'on prend la valeur Omar Tia =l p= , alors on trouve les 20 premières valeurs propres 
Àn =7.93878, 15.0781, 22.1311, 29.1591, 36.1765, 43.1882, 50.1968, 57.2032, 64.2083, 71.2123, 
78.2157, 85.2185, 92.2209, 99.2229, 106.225, 113.226, 120.228, 127.229, 134.23, 141.231. 


si l'on prend la valeur =5r/6;a=1/2;8 he alors on trouve les 20 premières valeurs 
propres À, =1.01732, 2.21493, 3.41202, 4.60986, 5.8083, 7.00714, 8.20625, 9.40555, 10.605, 
11.8045, 13.0041, 14.2038, 15.4035, 16.6033, 17.8031, 19.0029, 20.2027, 21.4026, 22.6025, 
23.8023. 


En général il n'est pas nécessaire d'inclure la valeur propre O dans le cas où 820, si 6=0 alors c'est 
une condition de Neumann homogène et la valeur propre nulle ne doit pas être oubliée. La prise en 
compte de la condition aux limites inhomogènes en r=l, donne donc : 

z = Cos(6) Ly = Cos(6,) 


B, = |æ ROP C) |E = fer, C 


Ho Ho 


À 
a mas (HoP, (o) =P, 1 G))+ 8 P, (1) =0 
2 


T0- Y B, P“ Qi Sinh(n)) 
E |P, (eJ P G Sinha) 


P, (Cos(8) 
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Dans le cas particulier de notre problème le calcul des normes devient (voir section sur les 
coordonnées sphériques): 
Première forme (1) 


OP, Wo Cal 2, -1 Ho À OP, (Llo 


ann Blue a à 


À 
[e| Ca, +1) 


Deuxième forme (2) 


|P, C}|= P, (Ho [i p (u -1)}P, ( (u) sa| T. a lA, +p (u? = 1) OP, te) 


C4, +1 a À, ðA a À, ðA 
sip =letæa =0 C.L. de Dirichlet 
> P (4,)=0 
à a a) 
Fi = 
A a FES Pa (a 


sia=letB=0 C.L.de Va 
P (Ho) = HP, (Lo) 


2 À, OP, (Lo) OP, (Lo) 
>| 2,6) EEA a M | 
Et la solution devient : 
z= Cos(0) u,=Cos(6,) 
B, = TEE ) IP, ( 2] = [AA 

Ho Ho 
a mas A N 
pa 
p” i Si h 
B,(22, +1) CO p, (Cos(8) 
z PSG Sinh, )) 

T(n,0)= >), - 0) 

n#0,+0 B (m -1 > -1 (Ho) ja 

H À rai 
2| -P,a (u DER) ah ilin eu, +B (u 1) 
À P A, OP Ji (u) 
a på, +B (u -1) 8A 
ou bien 
p“! . . 
pA, +1) ESA) D (Cos(8) 

T@.0)= X ROUE O) 

n#0,+00 B (uv —1)P (u 


a À, 


+4 OP, (ko) a Hof, + B (4° = 1) OP (u) 
n 8A a À, OA 


P, (4o) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Lorsque fA{(Ÿ)=1, on obtient alors : 
j= Cos(0) Lo = Cos(6,) 


1 
1 
B, = | az P,()=—— (8, 0-8, Co))= (2, +1)B, = (P, (5) Pa Go) 
Ho n 


À 
2, tq a, Go) = Po) B P, Go) =0 


Ho 
Pi“ G Sinh) 
P“ (i Sinh(l,)) 


P, (Cos(0)) 


(P, ,()-P, Go) 


T(n,0)= (D 
À. 1 oP, (u) B (u = 1P, Co) A, OP, (o) 
n -P a(o) +a P, Co) > zt 2 
ðA (a mA, +8 lu -1f & mh, +8 lu’ -1) 62 
ou bien 
pe . Si h 
(P, Ga) Pau) re EP, (Cos(0)) 
l (i Sinh(I,)) 
T(0)= X = 2) 
n40,+00 PHI B (u _1)P, (uo) , P, (to) à LÀ, + B (u a) oP, (u) 
Cha a À, A & a À, oÀ 


Etude des cas limites a=1, 6=0 (homogène Neumann) et àa=0, 6=1 (homogène Dirichlet 


Pour ce qui est du passage à la limite a->0, B->1, la forme (1) donne directement la solution déjà 
énoncée précédemment : 


z=Cos(0) u,=Cos(6,) B, = Í d FANPA |P, eJ = Í dz P, (z À, tqP (m)=0 


Ho Ho 


P“ Sinh(n)) 


PES P, (Cos(@)) 
Ta.) F (22, +1) p Pee G Sinh) * 
i ; OP, (1o) 
n#0,+00 'n Aa 0 
FR) 


Pour le passage à la limite a->1, B->0, la forme (2) donne également la solution déjà énoncée 
précédemment : 
z = Cos(6) Ll = Cos(6,) 


B, = fa JC) P, (z) lB; e = faz P, (ey 


Ho Ho 


À ; 
à, 4 + (a, ()-—P, GK) soit À,=0 ou UP, (1)=P, (ie) 


0 


Pour À, >0= terme identique cas Neumann 


1 
Pour 1, =0=B,= |d f,() PE =1-m 
Ho 
P“ (i Sinh(n)) 
nr P, (Cos(@)) 
B, 5 (24, +1) PSG Sinh(l,)) 


+ 
l— lo Los În P, (i) ôP, (1o) oP; (u) 
2, Ho 3A Ho aA 


T(n,0) = 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : "Cône" sphéroïdal aplati creux d'angle 8, en coordonnées sphéroïdales aplaties (n,0) 
soumis à des conditions aux limites de Dirichlet homogènes en n=l,1, inhomogènes en n=l,2. et de 
Robin homogènes en 8o 


Soit le problème : 


AT(r,0)=0 
T(n,0) au 0 T(r,n) fini z= Cos(8) et Lo = Cos(0,) 
T0), , = f(Cos(0)) 


a'T,(1,0)+8 T(n.0),, =0 a T(n.2)+B T(n,2)., =0 


Comme nous l'avons dit, la partie radiale n'est en général ni purement réelle, ni purement 
imaginaire, à l'instar des indices entiers, et dans ce cas, on peut par convention prendre l'une ou 
l'autre des parties réelles ou imaginaires des fonctions de première et deuxième espèce, étant 
entendu que les deux combinaisons linéaires demeurent bien solutions de l'équation séparée 
radiale avec le changement n->-n. Toutefois, il y a dépendance entre les parties réelles et 
imaginaires des fonctions de première espèce et deuxième espèce, comme il a été établi 
précédemment : 


Tan Z ) 
Q; (E Sinh) = —— A P; Sinh (D) 


aCotan( Az) 
Bp” (i Sinh(n)) 


OÙ (i Sinh) = 


Ainsi si l'on fait le choix d'une partie réelle de fonction de première espèce, il faut alors choisir la 
partie imaginaire de la fonction de deuxième espèce (ou de première espèce indifféremment). Par 
la symétrie du miroir les fonctions s'expriment comme suit : 

Symétrie du mirroir P, (Z)=P, (2) Q,(2)=0Q, (2) 

P,,G Sinh(n))+P, (i Sinh(n)) _ P, (i Sinh(n))+ P, Ci Sinh(n)) 

2 2 
Q, G Sinh(n))—- Q, (i Sinh(n)) Q, (i Sinh(n))-O,, Ci Sinh(n)) 
2i 2i 


=> P“ (i Sinh(n)) = 


= QUE (i Sinh(m) = 
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Il faut ensuite tenir compte du changement de la partie radiale des solutions qui possèdent les 
formes suivantes, sachant que pour des valeurs quelconques des paramètres a,B la valeur propre 
nulle n'intervient pas en général (sauf pour le problème de Neumann a=1,f=0) : 

Valeur propren 


pr“! : Si h vag Si h 
TO) a, =0 > partie radiale z| 2, G A m) (i m 2 


P“ (i Sinh(1,,)) me ( Sinh(1,,)) 
Valeur propre0 
T(n,0),., = 0 => partie radiale œ Arctan(Sinh(n))- Arctan(Sinh(1,,)) 


En suivant la suite de calcul effectué dans l'exemple précédent, on trouve la solution suivante, 
exprimée sous deux formes : 


z=Cos(8) u,=Cos(6,) B, | dz f(z) P, (2) |P, 2) = fa P, (zÝ 
Ho Ho 
a, 4 a 2 (oP, o) -P a) E B G) =0 
0 


z P“ (i Sinh(n)) Q7“ (à o 


pré Sinh(l mas (i Sinh(l 
a CAD e 
inh(, >) OPG Sinh») 
HDS pali Sinh(l,,)) Q75 Si Sinh(l,,)) w 
n,0)= 
n#0,+00 FPE à, (Ho) + 
ôP 2e 
A, -=P a Ca) EE) à P, :(&o) k HoÂ, A (u 1) aP ( ) 
2 2,-1\Wo 
À & Hd, + B (u —1) oA 
ou bien 


P” (i Sinh) Q7“ (i Sinh(n)) 
LE rél[ (i Sinh, )) Q75 ina [ Sinh(L, 1, T 

a i (i Sinh(l,, ) RE moe (; Sinh(1,,)) CA ) 
te pré (i Sinh(,,)) O7 (i Sinh(L, e 


TG,0)= 5 
n#0,+00 -1)P À 0 oP, fi ò De CP, A 
P, ` Blu (u ke ral » Cu ) a HA, + B (u 1) (u ) 


a À, ðA a À, ðA 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Lorsque fA{Ÿ)=1, on obtient alors : 
z= Cos(0) L = Cos(6,) 


1 
B, = fa P, (z)= 


Ho 


1 
zy a Paa Ho) -Pn (Ho))= (22, +08, = ÈP, 0) - P, aC) 


2, tq a —3— (uP, (= PC) B P, Go) =0 
Ẹ PE (i Sinh(m)) Q$“ (i Sinh(n)) 
Pi Sinh(1,,)) ox Sinh(1,,)) 
= Cos(@ 
(PB, G)- 2, te) { A CE) P, (Cos(8)) 
Pal Sinh(l, )) ors (i Sinh(l ) 
T(n,0)= À 1 
se À. p (u? -1 > -1 (4o) £ H 
À, =h wo Ne P, -ı(4o) (a Ho, + B (ao —1) se 
Fe À, Ari Ho) 
æ uå, + Blu -1) 64 
ou bien 
E P“ (i Sinh(m)) Q?“ (i Sinh) 
Pii Sinh(1,,)) om Sinh(1,,)) 
= Cos(@ 
(P, Go), (to) | ae) P, (Cos()) 
P“ (i Sinh()) res (i Sinh(L,,)) 
T(n,0)= 3 = (2) 
a (Lu) p (u Ae a)i OP, (tia) A HoA, +8 (m ? —1) P (4) 
a a À, de 64 a À ðA 


Pour ce qui est du passage à la limite a->0, B->1 (Dirichlet), la forme (1) donne directement la 
solution - énoncée précédemment : 
z=Cos(0) t = Cos(0,) 


B, -f dz f(z) P, (2) [Pe = f-fe P, (2) 


Ho 


A, tq P, (Ho)=0 


P“ (i Sinh) O% (i Sinh) 
T(n.0)= Y (22,+1), Lt Sinh(l,) A a 


) 
R A A TU OCS) p u P 
Pa Sinh(l,,)) oreli Sinh(1,)) i 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Pour le passage à la limite a->1, B->0, la forme (2) donne également la solution déjà énoncée 
précédemment (en y ajoutant la valeur propre nulle car la condition homogène est de Neumann) : 
2— Cos(0) Lo = Cos(6,) 


À 
2, 4 rue, Go) P, 1 ())=0= 2, =0 ou pP, (H) =P, (40) 
re 
1 1 
On rajoute la solution À, = 0 > B, = fa hE) et |P, (z)? = fa =1- 1h 
Ho Ho 
2ÿ|- AP, (2 A, (u) ü oP, pe 


(24, +1) 3A ° & 


Leisa jaron € t |P, ( 
Ho 


T(r,0) = B, Arctan(Sinh(n))- Arctan (Sinh(L,,)) 
| Arctan(Sinh(1,,))- Arctan anim) 


E P Sinh(m)) O*A o. 


réel nh(l mas Wl 
(24, +1)B, ET) “l AC) P, (Cos(0)) 
Peal R) imas (i Sinh(l,)) 
P“ (i Sinh(L,,)) ji ue )) 


(2) 


3A 2 à 


"2. P COREAN) 


Exemple : Section sphéroïdale aplatie pleine entre les angles 0,0, en coordonnées sphéroïdales 
aplaties (n,0) soumise à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes en r=l,. homogènes en 
6: et 6; 


Soit le problème : 
AT(n,0)=0 T(n,0) fini 
TO, = f(Cos(0) 
T, Op =0 

T(n,0),_, =0 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


La solution doit comporter les mêmes contraintes que pour les solutions sur la sphère, à savoir 

T(7,0) fini 

T(n,0) fonction paire en 0 soit T(n,-0)=T(n,0) 

T(n,0) ne comporte aucune singularité, doit être continue et dérivable 

Par construction on utilise les fonctions radiales : 

Symétrie du mirroir 

P C) = P,, (2) 

P, (i Sinh) + P, (i Sinh@n) _ P, G Sinh) + P, Ci Sinh) 
2 p 2 

Pour respecter la condition aux limites 

T0) à =0 


TO), = 0 
on est amené à rechercher une extension des polynômes de Legendre de degré entier à des 
fonctions de Legendre de degré non entier À, RÉPONDRE 0)) 


de Legendre de deuxième espèce .Q,(Cos(8)) 00) . En respectant la contrainte de 
régularité du gradient et par principe de superposition on recherche la solution sous la forme d'une 
série : 

T,0)= YP,“ G Sinh (C,P, (Cos(0)) + D,Q,, (Cos(0))) 


n#0, +0 


=> P,“ (i Sinh(n)) = 


, ainsi que des fonctions 


P, (Cos(0,)) 
" Q, (Cos(0,)) 


T, 0), o, =0 = CP, (Cos(0,)) + D,Q; (Cos(0,))=0= D, = 


=>Tm,0)x $, P (i Sinh(n))C, 


n+#0,+%0 


P, (Cos(0)) Q, (Cos(0)) 
P, (Cos(8,)) Q, (Cos(8,)) 
P, (Cos(0,)) Q, (Cos(0,)) 
P, (Cos(0,)) Q, (Cos(0,)) 


T0), =0= D P G Sinh)C, = 


P,,(Cos(8,)) _ Q,, (Cos(6,)) 
"7 P,(Cos@,) 0, (Cos(6,) 
Comme 0, > 0, = Cos(6,) < Cos(0,) 
on pose u, = Cos(6,) et u, = Cos(0,) de telle manière que u, < ui, 
7 P, (42) _ Q,, (2) 
| P (m) Q, (m) 
P,,(Cos(0))  Q,, (Cos(0)) 
P, (Cos(0,)) Q, (Cos(6,)) 


P, (2) Q, 
P (4) Q, (a) 


D, (Cos(0)) = etz=Cos(0) ®, (z)= 


(D, (Coso) = f d0 Sin(0)(®, (Cos(8»} =- f d{®, (2} = f dlo ©} =e o 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple 


si l'on prend l'angle 0 =7/7 6, OR, alors les 10 premières valeurs propres À, = 0.785441, 
2.23009, 3.64994, 5.06115, 6.46833, 7.8733, 9.27695, 10.6797, 12.0819, 13.4837 


si l'on prend l'angle G=xIT 6, =5 zi14 alors les 10 premières valeurs propres À, = 4.1092, 
8.80259, 13.4792, 18.1509, 22.8207, 27.4895, 32.1576, 36.8254, 41.493, 46.1603 


La prise en compte de la condition aux limites inhomogènes en r=l, donne : 


= Co(8,)in = Cola) z=) SRE o j eoe 
, ETS B, = je nor Ge jé noo, @ 
|o (e) = À, (u 22a Ve) ne, voir tableau s ti j 
1, Gi, +0 1) D, (4 ynoptique en fin de section 
P (4) Q, w P (42) Q, (4) 
Paap a Ou VNE O 
ôD, (m) 1 5 P, (4) P, a 1 2 (42) pute 2e 
ðA P (D| À P 0a) 8 | Q | 4 Qn) ôA 
B, C, 

T0- F En nn) rt Ske) (2C) aceh 

oa O PEE Si) 2.) 0.) 


Lorsque la fonction limite f,(z)=1, on a avec les formes littérales des normes des fonctions propres : 
P 
® (2) Lg (2) (07 (2) lo, 
P, (4) Q, (4) 
buse e à), =, a a c'a Qaa- ER) 
l P, (4) i Q, (4) 


P, 


(z) = H2 


„ ZP, (zY 


oS (B,'-C,) PX“ (Sinh(m))[ P, (Cos(0) Q, (Cos(0) 
aTe (22, +00, (E) PE G Sinha) P aD Q) 
ou bien 
(2)=>B,= P (44) - P, -1(42) a ge Q, (44) -Q -1 (42) 
P, (4n) Q, (4n) 
Te,0)= F (BC) Par Sinh(n))[ P, (Cos(0) Q, (Cos(8) 
4e An lo, (E PEE Siaa) P,G) Or a) 
ou bien 
(3) B ‘= P, 1) Ps (4) a G2 Où) Q; 1 (41) 
Í P, (m) " Q, (4) 
Too- F (B,'-C,') PX (i Sinh(m)){ P, (Cosl0) O, (Cos(0) 
O aD, (E) PEE Sinha) P a) Q, a) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : Section sphéroïdale aplatie pleine entre les angles 0,0, en coordonnées sphéroïdales 
aplaties (n,0) soumise à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes en n=l, de Neumann 
homogènes en 6; et 6, 


Soit le problème : 
AT(n,0)=0 T(r,0) fini 


T(n,0) = fn (Cos(8)) avec z = Cos() 
T.(r,0) 


n=l; 


=0 T 0). =0 


0=6, 
La solution doit comporter les mêmes contraintes que pour les solutions sur la sphère, à savoir 
T(n,0) fini 

T(n,0) fonction paire en 0 soit T(n,-0)=T(n,0) 

T(n,0) ne comporte aucune singularité, doit être continue et dérivable 

On est amené comme dans l'exemple précédent à rechercher une série comportant les extensions 
des fonctions de Legendre de première et deuxième espèce de degré entier à des degrés non entier 
Àn. Soit CONE (COOP 2, (Cos(8)) > ©, (Cos(8)) . En respectant la contrainte de 


régularité du gradient et par principe de superposition on recherche la solution sous la forme: 
T(n,0) = DYR“ (i Sinh (C, P, (Cos(0))+D,0, (Cos(@))) Comme 0, > 0, = Cos(6,) < Cos(0,) 


nÆ0,+00 


on pose u, = Cos(6,) et u, = Cos(0,) de telle manière que u, < 4, 


À À 
P G= ue. (GP, aG) P,G)= rer. ()-P,. 4) 


1 2 


d toa (0, 0.) dune (Lo a Oaa 
4i z. lh -1 


, À À 
Tez), 50> C, 7a aP, UD- P, Ga))+ D, 73 HO, (ui) 0, (a) 0 
1 1 


L p -o WP GD-B, 0) 
"O" (nQ, (a) -O, ()) 
PE Q0) 
P, (1) Q, (4) 
Aai a, (LP. G)-P, 4) (40, 4)-0, (2) 

= 0 P“ (i Sinh(m})C, —5" = 0 
D Ce | (uP, GP, Qu) (0, Ro] 

(iP, G)-P, Un) _ (1,0, G)- 0, Ge) 

(ur, (a) — P, =i ()) (u0, (4) — (07 a) 

P, n) _ Q; Uh) 

P, (4) Q, (u) 

D, TE d (z) Q, (z) 

P (a) Q, (u) 


T(nz)e J, P (i Sinh(n)C, 


n+0,+0 


T(n,2) 


Z=l 


soit à, tq À,=0 


ou encore 


eof- feo, cy 
A 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple 


si l'on prend l'angle À = 7/7 0, =7x/2-0 =S 7/14 Gjors les 20 premières valeurs propres À, = 
4.33461, 8.92499, 13.5624, 18.2138, 22.8712, 27.5316, 32.1938, 36.8571, 41.5211, 46.1857, 
50.8506, 55.5158, 60.1813, 64.8469, 69.5127, 74.1786, 78.8445, 83.5106, 88.1767, 92.8428 
si l'on prend l'angle À = 7/7 9,=7-0,=67/7_ alors les 20 premières valeurs propres À, = 
1.19646, 2.49885, 3.8465, 5.21496, 6.59421, 7.97964, 9.36888, 10.7606, 12.1541, 13.5489, 
14.9445, 16.3409, 17.7378, 19.1352, 20.5328, 21.9308, 23.329, 24.7274, 26.126, 27.5247 


si l'on prend l'angle 0 =7/14 6, =372/7, alors les 20 premières valeurs propres Àn = 2.60589, 
5.30231, 8.04798, 10.8157, 13.5946, 16.3799, 19.1691, 21.9608, 24.7542, 27.5489, 30.3446, 
33.1409, 35.9378, 38.7352, 41.5329, 44.3308, 47.129, 49.9274, 52.726, 55.5247 


La prise en compte de la condition aux limites inhomogènes en r=l, donne la solution du problème 
(sans oublier la solution de valeur propre nulle) : 

z= Cos(0) y = Cos(6,); u, = Cos(0,) 

(uP, (4)- P, (2) : (2,0, (4) — Q, (&)) 

(UP, (He P, i (4) (10, (4) - (07 .()) 


À À 
P, (m) = ar, UDP, a) Pi, a) =, O) P, aa) 


Le, 2 


À, tq À,=0 


n 


O; Un) = no, (&)-0, 4) O, Un) = (0, Un) - 0, (un) 


1 2 


D, (m) 1 |0P,(w) P,'(G)0°P, (m) 1 |80, (m) 0Q,'() 00, (m) 
0407  P'(u)| 646 LP '(u) O407 Q, '(4,)| 046  O,'(Gu) O4 


Pa) oA OP, (4) 6P,.()) EP (u) A, i OP, (4) OP, (4) 
CAëz mê- 8A on CAËz -1 7 aa ðA 


GRON (4n) A A (x 00, (4) 2 Q, (4) — À La 00, (4) 2 | 
AO 107 


n 


ðaðz m’ ðA ðA ðAðz u- ðA ðA 
2D, (4) 
PO 0,0 ; (ah 
®, Ses 7 ®, =- |®; = 
O= u O, a) [oema eC) Qa +1) 
Fr- -G g- fjenORE C= fe noo, C) B= fahe) 


P,'(&) Q,'() A 
Pi Sinh(n))( P, (Cos(0 ) Q, (Cos(8) 
” P$ (i Sinh) P, '(Gu) Q, '(n) 
i TE] 
p PE Sinh(m) 2 (Cos(8) _ O, on) 
B PE Sinh) P, '(u) Q, '(4) 
T „0 E 0 n 1 n > n 
MD- -u 2. ee 


AH 


0) = 
TROT Jo (2) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Lorsque la fonction limite f,(z)=1, on a 


H2 H2 
B,=[d P,() CfE 
M M 


en utilisant les équations (3) 


L p WP, 0) -P,a 0))- (uB, GD- P aa) o _ O, U) -0s a) (O, 0a) - 0,0) 
“ A, +1 Í A, +1 
o1 [len Un) - P, Un) _ (0, Uh) - 8.) E 
" AI P, (Qu) Q, '(4n) 


On retrouve donc la solution triviale, puisque Bo=1-pu: T(n,8)=1. 
Lorsque la fonction limite f,(z) présente un profil en fonction de Heaviside : 


pasl size mte] hE)=0 size[ mte] 


Hth Hth Hth 


2 2 f 
B, = fa = 7% B, ce faz P, (z) C, = fa Q, E 
Hi 


2 


Hi Hi 


en utilisant les équations (3) 


+ + 4: 
(are) | a 2 £: | sa m 2 Le ) (uP, (4) — P, (ui) 


4 2, +1 
( H 5 Jo, É +) o,” 5 ) (40, (4) — Q, (n) 
C = 
n A, +1 
(5%) (22e) 5 (He) (aek (ie) Q (=) 
5 loa na 9 2 le © cr VI 
F= 
; P, (m) Qa, (n) 
P (z Z 2 F? 
D, (z) = În ( ) D, ( ) lo, (z) F fa P,. (z) 


P'a) Q, (a) i 
PE (i Sinh(n)) | P, (Cos(8) Q, eo) 


n Pii Sinha P' x 
T(r,0)= + > CE Sinh) P, Qu) Q, (n) 


2. (a, +o O 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : Section sphéroïdale aplatie creuse entre les angles 0,0, en coordonnées sphéroïdales 


aplaties (n,8) soumise à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes en n=l et 
inhomogènes en n=l, , homogènes en 0; et 6, 


AT(7,0)=0  T(7,0) fini 


T(n.0),,, =0 TOO) a, = f,(Cos(0)) 
T(n.,0).. =0 T(n.0 
Soit le problème : Gr Vo “i ee, 


=0 


Comme il y a dépendance entre les parties réelles et imaginaires des fonctions de première espèce 
et deuxième espèce, comme il a été établi précédemment : 


Tan Z ) 
QG Sinh) = -— LP (i Sinh) 
rCotan| ÊZ 


) pe (i Sinh(n)) 


QUE (i Sinh(m)) = 


on fait le choix de la partie réelle de fonction de première espèce, et de la partie imaginaire de la 
fonction de deuxième espèce (ou de première espèce indifféremment). 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


En reprenant les résultats d'un exemple précédent nous avons : 
F 

U = Cos(0,); Ll = Cos(0,) À, tq h, (Ho) _ Qa, Wa) z= Cos(0) 
P (a) Q, (4) 


f P, P.O Q) 
B, = [dz f(z z) C, = |d f (z)Q, (Z D, (z)=— n 
J Jo) B,C) 1 Jo) Q, (2) (z) AC) OU) 


D 
|o à, oi = Es) ®, (4) ae voir tableau synoptique en fin de section 
D, (u)= P, (4) Q, (44) EA P,- (4) Q, (4h) 
AOSTO BG) QU) "77 EG) OCh) 


0A P, (4) 0A P, (4) à (07 (4) 0A Q, (44) 3A 

| B C, ;] E Sinh(n)) O“ (i en) 

ney LAW) 9.4) P“ (i Sinh(,)) QE Sinh(1,,)) 
n#0,+0 lo, e) E i Sinh(l,,)) mes (} Sinh(l , a) 

P“ (i Sinh(,,)) oreli Sinh(l)) 


Lorsque la fonction limite f:(z)=1, on a avec les expressions formelles des normes des fonctions 
propres : 
En utilisant les trois formes des intégrales indéfinies 


Ma Br PeH), a) (8, u), (a) 


ô, (m) 1 Be pann e 1 EE gaen 2 e 


P, (Cos(0) Q, (Cos(0) 
P, (44) Q, (n) 


ra Ou) T Q,- (4:)— (Gi (4) Q, (a )) 


Cy 
P, (4) Q, (u) 
P” (i Sinh(n)) Q7“ (i Sinh(n)) 
T(n,0)= > 1 (B,' Uet Sinh(L,,)) al Sinh(1,,)) P, _(Cos(8 ) Q, (Cos(0 ) 
ma (2A, +1) jon J PE Sinh(,a)) QU Sinh) P,G Q) 
Pei Sinh(},, ) om Sinh D) 
(2)ou bien > B,'= PU) PU) et C'= Q, (4) =Q, Qu) 
BP, Qu) Q, (1) 
P“ (i Sinh) Q7“ (i Sinh(n)) 
Ta,- 5 1 e, LPC Sinh(L,,) oreli Sinh(1,,)) 


2 (Cos(0) Q, (Cos(0 >] 


À P, (44) (07 (4) 


n#0,+0 {tn 


) 
D: fra i Sinh(1,, ) pras (j ada 
Pr (G Sinh(l, ) oes (i Sinh(l,,)) 
PQ) P, (41) Less On) -Q 1 (4) 
P, (4) | Q, (4) 
MU Sinh) OZ“ (i Sinh(n)) 
1 mo Sinh(1,,)) ina [ nn) 
À, (à, +1) " Gi E Sinh(l,,)) jinas an) | 
rée (i Sinh(l,,)) oel; Sinh(l,,)) 


(3)ou bien = B,'= 


T(7,0)= 


P, (Cos(8) Q, (Cos(0) 
P, (4) Q, (4u) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 


Exemple : Section sphéroïdale aplatie creuse entre les angles 0,0, en coordonnées sphéroïdales 
aplaties (n,8) soumise à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes en n=l et 
inhomogènes en n=l,,, Neumann homogènes en 0; et 6, 


AT(r,0)=0 T(n,0),, =0 T00) fini T(n6),.,. = fo(Cos(6) 
Je ,0 = 0 T' ,0 = 0 
Soit le problème : * 0 o-a AG) la 


En suivant les résultats d'un exemple précédent, il vient : 


, À i À 
Pi, (m) = 73 (aP, U) =P, a(n) Pi (a) = 73 (P, (a) =P, aC) 


1 2 


Q, (4)= r (u0, (4 )- Q, (m)) Q, (4) = + (4.0, (4) — Q, (u)) 


1 H 


oœ,(u) 1 | @P Gn) P,'(G2)0°P, (a) 1 [80, (a) Q, '(u) d 0.) 
667  P,'()| 646  P'() 0467 | O,'()l 6467 Q, '(m) 48 


OP, (4) À, CP, (4) CP, -ı (44) OP; (25) À, CP, (45) oP (4) 
? Ti Hi = 1 LH 


OAOZ Li oA oA 020z u — oA oA 
OKON (44) 4 Lu Q, (44) 22 GRON (4) _ À, | Q, (4) te 
2 1 2 
1 


0A0z 4 -1 0A 0A 0A0z u x 0A oO 
P, (4) 
PO oO | Camus 
D, (z)= — , Pz) =u, -u 1®,(z) = 
à P, '(u) Q, '(n) l | ci | | (22, +1) 
B C A H M 
F, = 2 2 B, = | dz (z) P, (2) C,=|d/f,2)0, (2) B= |d f(z 
T E. hE) P) JE 00,0 JERO 


aao B, Arctan(Sinh(n))- Arctan(Sinh(l,.)) 
(7,6) (u — u) Arctan(Sinh(1,,))- Arctan(Sinh(1,,)) 
PE Sinh) 07" (i Sinh(n)) 
Pi“ Sinh(1,,)) OÙ" Sinh(1,,)) 
PU Sinh(l,,)) O2“ (i Sinh(,,)) 
y Br (i Sinh) O mig weli Sinh(l, )) 

+ 
S DE] 


P, (Cos(8) Q, (Cos(0) 
P, '(4) Q, '(4n) 


Lorsque la fonction limite fə(z)=1, on a 


H2 H2 
B, = Í dz P, (2) C,= l dz Q, (z) en utilisant les équations (3) 


Hı 


(ue e ea _ (40, &)-0,.,4))-(40, an) - 0, 0) 


> B, = C: 
2, +1 À, +1 
_ 1 (GE, G)-P,.G)) (0, G)-0, 4), 
" Atl P (4) Q, (44) 


On retrouve bien la solution triviale, puisque Bo=p2-p1: 
T(n,9)= Arctan(Sinh(n))- Arctan(Sinh(L,,)) 
YIT Arctan(Sinh(,,))- Arctan(Sinh(1,)) 
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Lorsque la fonction limite f,(z) présente un profil en fonction de Heaviside, cela donne : 


fo(2)=1 size] m, #1 LE | fo(2) = 0 sizelu, Aie 


Il vient 
(#5)? puise) P pute) (ase Lo puise) Q puise) 
PO 2, J2 TN Z2 2 1e D a 
” P, (4) Q, (4) 
P, (z , CA 
no Ta 20 


P'a) Q, (4) 


AE Arctan(Sinh(n))— Arctan(Sinh(1,,)) 
o 2 Arctan(Sinh(1,,))- Arctan(Sinh(1,,)) 


z P (i Sinh(m) O? (i Sinha) 


a(i Sinh(1,,) in Sinh(l,,)) 


F ) 
| E i Sinh(l,)) Q?“ Sinh(1,,)) 
) ) 


P, (Cos(8) Q, (Cos(0) 
P, (4u) O; (u) 


J P“ (i Sinha) OÙ" (i Sinh) 


y 
EN eo 
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Tableau synoptique des normes des fonctions propres angulaires d'un problème aux limites sur une section sphérique 
Formules communes pour le calcul des normes 


ôP, (z) _ 
Oz 
A A a. LO 
O20z À Oz z’ 1 OÀ OÀ 


o (z) _ 1 00, (z) , À (222 2, VA >0ENR ou N 
Éd Lo 26 ðA 0A 

Le) 

2 


LERO- D) O -A (0-00) VA> 0ER ouN 
= 


) V2>0eRouN 


2 = -55 m CUREENET CETTE) | 


VA>0EeR,14Z tel que Pl; 


0Q,(2) _ : Cos(xÀ) 


Q,G)-y° (4 +DP (z)+ 


OÀ Sin(xÀ) 
k=% k 
CA), (A +1), (1 (=) (==) 

+ : | —L +w(k+1)-w(2+1 k+2+1 k—2 

2 a - Lo e VE ) (w( )-v&-2)— 
VA>0ER,A gZ tel que tahi 
où 
(æ), est le symbole de Pochhammer (a), =a (a+1) --(a+k-1)= o 

a 


L(/) fonction Gamma 
IN C2) 
Tr(a) 


w (a) fonction Digamma dérivée logarithmique de la fonction Gamma = y (&) = 


y (a) dérivée première de la fonction Digamma 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 464 


Tableau synoptique des normes des fonctions propres angulaires d'un problème aux limites sur une section sphérique 


Expression des normes 


Problèmes aux limites 


Système de valeurs propres, 


n 


équation transcendantale : 


Système de Fonctions propres 


angulaires Ÿ-. © 


Normes des fonctions propres angulaire 


w ef = felo o} 


Dirichlet sur un cône d'angle P (4)=0 P, (z)= P, (z) lo, CF __ 4 P qu) a) 

d'ouverture 60 : ' (24, +1) * A 

L = Cos(0,) z = Cos(0) P, (46) =0 

Neumann sur un cône d'angle OP, (Lo) D, (2 =P, (2) h-u 2 (u ee io) 

d'ouverture 60 : Er = 0 D, (4) o ef n E 

É 0-0 h Qa, +1) 

l =Cos(8,) z= Cos(0) et at 

Dirichlet sur une section) P, (4,) ©, Cu) nn C) 9; ôD, (u) 1 (3P (n) P(&)6P.(w)] 1 [3O Ga) O; (Un) 00, (m) 
conique-sphérique d'angles 01 T mn 


et 62: 
0, <0, = u, = Cos(0,) 
ui, = Cos(8,) z= Cos(0) 


P, (4) Q, (1m) 


P, (4) Q, (4) 
D, (4)= D, (42) =0 


À P (D| &@ P Qa) 6 | Q, (m) 


ôA 


Q, (m) OA 


Dirichlet sur une section 
conique-sphérique d'angles 01 
et 02: 

0, < 0, => u, = Cos(0,) 

LH = Cos(0,) TE Cos(0) 


P, (4) E O,, (4) 
P, (a) (07 (4) 


PO QO 
P (2) Q, (42) 
®;, (4)= D, (4,)=0 


P, (z) 


2 À ôD, (m) 
(0) = -—1— 0 x 
| À (e) PA, +1) 12h) Py 
oD, (m) 1 (2P, (a)  P, (m) OP, (4h) 1 |20, (a) Q, (m) 00, (4) 
où P, (4) à P, (4) 3A Q, (4) où Q,, (45) oA 
LE À, ôD, (x) 
le, (2)] Ga, +09 02-04) a 


| 


Neumann sur une section 
conique-sphérique d'angles 61 
et 02 : 

0, <0, = u, = Cos(8,) 

LH = Cos(6,) Z= Cos(0) 


oP, (4 )/ôz = 0Q,, (u,)/0z 
OP, (4)/8z 0Q,, (4)/0z 


P (2) Q, (2) 


® de 
Op (a) 20, (je 


ôD, (a) 2 0D, (a) = 
ôz ôz 


0 


Po, (m) 1 Es aee] 


Oëz  P'(u)| O4  P,'() A 
1 |80, (4) QG) 00, (m) 
O,,'Gu)| 840z  OQ,'(u) 040z 
2 PP, (45) 
3 l-u JD, (4) $ 
lo, (z) ( j OzOA 


(22, +1) 
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Expression des normes (suite) 


Problèmes aux limites Système de valeurs propres, oi de Fonctions propres angulaires Normes des fonctions propres angulaires le, ef en lo, oF 
équation transcendantale : ^» i É 
Neumann su e o ôP, (4)/0z TON (u,)/ôz 6, o=- P (2) - o0 M , Jre awr] 
conique-sphérique d'angles = h P /êz ôP. | z "(a oz > (4) OA 
Ps dange | aP, ()/ôz 00, (4)/@z Ne al LS | 
et 02 : n i 0®, (4) 0®, (4) B 1 0'Q,,(u) z Q, (m) 0°, (42) 
0, < 0, = m, = Cos(0,) a a N Q'U)| Ce O, (u) PA 
1 = Cos(0,) z= Cos(0) ; Po, (m) 
5 (Er hp. (4) 
pef- a 
| (21, +1) 
Mixte Robin sur une section | aP, (1)+ P,P, (1) _ %0, (a)+ 8.0, (a) D O P (2) Q, (2) ad, (2) _ 1 2e- P (2) [e CP, (m) 8 zw). 
i - ári s i = z i = hn ip ' ; { h E P, 1) - BP, Gun ôA P, 1)— BP, Gun | @& | & 
conique-sphérique d'angles 01| «pP, (m)-£P, (m) œQ, (m)- pQ; (m) À oP, (u)- pP, (m) o0, (u)-BQ, (u) aP, (4) - BP, (un) (oP, (u)-B, go) â 
et 02: | B 1 RMON Q, ©) [e O, (4) _ g 2, w) 
0, <0, = 1, = Cos(0,) ab, (m)- 6O, (m) =0 a0, (u) -BO, | 24 e0, -A (| aa 7 a 
u =Cos(0,) z= Cos(0) a,®, (1) + p0, (m) =0 #®,()_ 1 PPE) 2 a EPU _ p 2B (ui) 
oroz (oP, (u) -pP Qu) CA (aP, (u)-BP, (D) O4 o oa j- 
"N 1 2o, ()_ 0, () a, 222.04) _ g 20, U) 
(0, (4)- BQ, (44 )) o2oz lag, (m)- BQ, (1) ! Gi " à 
ôD, (45) 0D, (45) FP, (45) 
1 2 À, 1 D 7 
i (-u | A  & n) a | 
e, C) 
(22, +1) 
Mixte Robin sur une section | «P, (m)+ P, (1) _ %0; ()+B,0, (m) 6, (= P () Q, (2) 0, (z) _ 1 ze P (2) Ê FP, (4) zw). 
conique-sphérique d'angles 01| aP, (m)-BP, (m) 0, (m)- 80, (u) a “ap, (u)+ BP, (1) a0, (m) + b:0; (m) ôA aP, (m)+ PP (u) A (aP, (u) +P (D) aaa * oA 
et 02: 2 
Ki - L 1 Q, (2) Q, 2) 3O, (i) p 00, (4) 
0, < 0, = m, = Cos(0,) a, (4) 88, (4)=0 IT ah al me À |] 
y = Cos(6,) z= Cos(@) aD, ()+ pD, (mn) = 0 d®,()_ 1 AGE P, (2) a SPa W) g OP, (m) 
dhò oP, (m) +P (| 020 doP, (+P D) 00  & JF 
g I 2o, (z) Q (2) a 220 , p, 0 
a0, (1) + p,0; (4) oaa (0,0, (u) +8,0; (a) að > aa 
A ôD, (4) GOJN (4) z PO, (m) 
; lu | a a M o | 
AC = Pa, +1) 
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Problèmes aux limites sur des hyperboloïdes à une nappe, homogènes dans la dimension radiale 
n, sans dépendance azimutale 


Considérations générales 


Le choix des solutions suivantes permet de prendre en charge des problèmes aux limites 
homogène angulaire sur un hyperboloïde de révolution à une nappe : 


RG = AP, (iSinh(n))+BQ,  (iSinh(n)) 
O(6)=AP, (Cos(8)+BQ, (Cos(0)) 


Tel qu'un problème de Dirichlet ou de Neumann sous la forme : 
AT(n,0)=0 (n,8)et-o<l,<n<l,,<+0,0<0<6,} Lim, ,T(n,0) finie 


TO) a, =0  |T(7.0),,, =0 
ou ou T0) oo, = f(n) 
êTn,0)) o |2700) 0 

g0 a 60 |. 


La finitude des solutions est gouvernée par les propriétés asymptotiques des fonctions de 
Legendre de première et deuxième espèce, à degré imaginaire (donc les fonctions coniques de 
Mehler) et à argument imaginaire, à savoir notamment la valeur en z=+ics : 

LimQ,(z)=0 et LimP, | (z)=0 

+0 20 -Lir 


On sait par ailleurs qu'il n'y a pas de divergence des fonctions coniques de Mehler de première et 
deuxième espèce en z=0 et d'argument imaginaire contrairement la divergence de la fonction 
conique de deuxième espèce et d'argument réel pour la valeur z=1. Par contre il faut garder à 
l'esprit que_/a contrainte de régularité du gradient s'applique ici dans le couple de fonctions 
radiales et angulaires, lorsque l'origine des coordonnées est incluse dans le domaine : 
R(n)O(0) = P L, (iSinh(n)) P P (Cos(0)) problème intérieur 

2 2 


ou R)8(80)=-Q,. GSinh(n)) P , | (Cos(0)) problème extérieur 
=a =g tit 
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Commençons par le cas de l'intervalle n € [0,1,0]->z=iSinh(n) € [0,i zoi Sinh(l,)] : 


La contrainte de régularité du gradient écarte les fonctions de coniques de Mehler de deuxième 
espèce. Il reste à construire les solutions avec celles de première espèce. La fonction p(x) dans 
l'expression de l'opérateur de Sturm-Liouville ne s'annule jamais dans l'intervalle considéré. De ce 
fait le problème de Sturm-Liouville est totalement régulier et l'opérateur de Sturm-Liouville est 
auto-adjoint. Ce problème de Sturm-Liouville s'écrit comme suit : 


z=iSinh(n) l 
(0 2, 0) +r (= 0 Notation air ]=vy+p>v eur 
dz dz 4 
ses ie E) Hepo 0 


Pau (1i Z+) 
4 2 2 


Il existe donc un système de fonctions propres complet et orthogonal pour un problème aux 
limites homogène radial de ce type. Les valeurs propres de Sturm-Liouville sont négatives ce qui 
conduit pour les fonctions de Legendre à des valeurs propres discrètes imaginaires, celles du 
paramètres t des fonctions coniques de Mehler. Par construction le choix se porte sur la partie 
imaginaire des fonctions coniques de Mehler, car elles s'annulent en n=0, et les solutions de 
l'équation transcendantale suivante existent : 

P,  (iSinh(l,))-P,  (-iSinh(1,)) 


——+iT, =a 


T, telque inf? i (iSinh(, ) ze | 
T5 tn 2i 


Par exemple pour une valeur zO=i Sinh(1), il vient les cinq premières valeurs propres suivantes, 
1n=3.17235,6.2984,9.4349,12.574,15.714,18.8546,21.9955,25.1365,28.2777,31.419... 


=0 2, =iSinhll,) 


Pour illustration voici le graphe de la fonctions propre selon le paramètre t : 


h = 10; 


_ me sinh(n) 
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Cas de l'intervalle _n € [-lolyol->z=iSinh(n) € [-i zọ=-i Sinh(l,),i zo=i Sinh(l,)] : 


Par construction le choix se porte sur la partie réelle des fonctions coniques de Mehler, car ce sont 
des fonctions paires et assurent ainsi l'annulation sur les deux bords du domaine, et les solutions 
de l'équation transcendantale suivante existent : 
P,  (iSinhi,)+P,  (-iSinh(i,)) 

T, telque Re 1. (iSinh(1, ) ST > a =0 z,= iSinh(l,) 

ztn 
Par exemple pour une valeur zO=i Sinh(1), il vient les premières valeurs propres suivantes, 
1n=1.64018,4.73274,7.86614,11.0042,14.1439,17.2843,20.425,23.566,26.7071,29.8483... 


Pour illustration voici le graphe de la fonctions propre selon le paramètre t : 


a | | | | refet, sinh(n) 


h= 10 


Cas de l'intervalle n € [l,,1,,1->z=iSinh(n) € [z1=i Sinh(l,.}, z2=i Sinh(l,; 


On note les deux fonctions linéairement indépendantes comme suit : 


P, GSinh(n))+P,. (-iSinh(n) 
pa i simta) -Rd P., K sinnn) BE Lun, 


tin Eu | 
Pi (i Sinh(n))- lyi ( ! Sinh(n)) 
pre (i Sin) = P, (i DU) — a 
-ztia HIT, í 


Dans ce cas le problème de Sturm-Liouville devient régulier avec des valeurs propres négatives 
(entraînant des paramètres imaginaires pour les fonctions propres), il existe un spectre discret de 
valeurs propres et un système orthogonal et complet de fonctions propres . Les valeurs propres 
peut être construites par la résolution d'une équation transcendantale comme suit pour un 
problème homogène de Dirichlet en In1 et In2: 

Pr (i Sinh(ly) n (i Sinh(t, )) 

T, tel que - = 


n 


2 =x 
Po Sinha) Pr ( i Sinh(l, D} 
SR "2" 
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Contentons-nous de ce cas de figure sachant que les équations transcendantales dans le cas des 
conditions homogènes de Neumann, ou combinées Dirichlet/Neumann ne sont pas beaucoup plus 
difficile à obtenir. Même si cela n'est pas une preuve, voici le graphe de l'équation transcendantale 
en tant que fonction du paramètre t, les solutions étant l'ensemble des points d'intersection avec 
l'axe des abscisse : 

l =20 l =30 

Fc) P% (iSinh(l,,) PYE (GSinn(,,)-P'#" (iSinn(t ))P 


> 
miana Hit, ——+iT 
2 2 


- (iSinh (4, ) 


+iT ——+iT 
n n n 
2 2 


m = 20 
m2 = 30 


| — Rep, R9 sn) me, sinh(m ) - Rep", sinh(r: ) me., AL sn) 
2 2 2 2 


| — 0 
| 
| | 


Pour l'exemple pour les valeur 7 —20 La 
n n 


0.314159,0.628319,0.942478,1.25664,1.5708,1.88496,2.19911,2.51327,2.82743,3.14159 


=30, Voici le jeu de valeurs propres Tt: 


Cas de l'intervalle n € [-œ,+2°]->z=iSinh(n) € [-i œ,+i ce] : 


Dans ce cas il n'est pas possible de construire un système discret et complet de fonctions propres. 
Toutes les fonctions construites à partir des parties réelle et imaginaire de la fonction conique de 
première espèce possèdent les bonnes propriétés sur les deux bornes de l'intervalle. Dans ces 
conditions toutes les valeurs de t sont licites pour construire une solution. Tout se passe donc 
comme si les valeurs propres possédaient un spectre continu. L'on peut s'inspirer de la forme des 
solutions préconisées par la séparation des variables par un développement intégral et non pas 
sous forme de série, grâce à l'existence de la transformation intégrale de Mehler-Fock. 


lao 


Cas de l'intervalle n € [l,,+°°] ou [-%, =iSinh(l;o)l : 
Cette fois-ci, les deux fonctions de coniques de Mehler de première espèce et deuxième espèce 
s'annulent en z=+c°, Dans ces conditions toutes les valeurs de t sont licites pour construire une 
solution. Tout se passe donc comme si les valeurs propres possédaient un spectre continu. Il suffit 
de choisir la fonction suivante pour respecter la condition aux limites homogène et la condition à 
l'infini: 

réel ©; ima, Q; ima, © réel 
®,(7)= Fe (GSinh(n))P (Sin, )-P e (GSinh(n))P | (Cosh(1, ) 

2 


A Eo =a = 


=>, (1,)=0 
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Quand bien il existe également un spectre discret de fonctions propres qui respectent également 
les conditions aux limites. Ces valeurs propres discrètes sont solutions de l'une des deux équations 
transcendantale : 
P, GSinal,)}+P,  (isinn,)) 
QC: N Dre INR = 
T, telque Ref? 7 (iSinh(1, ) = =0 


T, telque inf? i (iSinh(1, ) s re | “Li, E 
2 


Dans ce cas il n'est encore pas possible de construire un système discret et complet de fonctions 
propres. En s'inspirant de la forme des solutions préconisées par la séparation des variables, on 
développe une intégrale proche de la formulation de la transformation intégrale de Mehler-Fock. 


Revenons aux cas des problèmes aux limites sur des intervalles finis 


Problème aux limites sur les intervalles n € [l+°°] ou [-ce,l,.]->z=iSinh(n) € [zZO=iSinh(l,o) , +i ce] ou 
[-i ce ,zO=iSinh(l;o)]_: 


La solution d'un problème aux limites de Dirichlet de la forme : 


,0)e{l, <n<+o,0<0<0 
AT(n,0)=0 . Jef, <n ») Lim, „ T(n,0) finie 
n,6)e{-æ<n<i,,0<0<6,} mn. 


TO =0 TOO, = JU) 


est construite à partir d'une représentation intégrale de type de Mehler-Fock (voir plus loin). 


Problème aux limites sur l'intervalle n € [-c°,+c0e]->z=iSinh(n) € [-i o,+i ce] : 
La solution d'un problème aux limites de Dirichlet de la forme : 


AT(n,0)=0 (n,0)ef-o<n<+0,0<0<0,} Lim, ,, T(n,0) finie 


T(7,0),., = fn) 


est construite à partir d'une représentation intégrale de type de Mehler-Fock (voir plus loin). 
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Problème aux limites sur l'intervalle n € [0,1,.]->z=iSinh(n) € [0,i z,o=i Sinh(l 


Revenons aux cas d'un intervalle fini du problème aux limites. La solution d'un problème aux 
limites de Dirichlet de la forme : 
AT(n,0)=0 (n,8)e {0 < n < l,0:0 < 0 < 0,} Lim, 1(n,0) finie 

n—0 


T(n,0),.,=0 T(n,0) 


=0 T(7,0),, = f(n) 


n=lp0 


est alors la suivante : 
D, (n)= Pr (siml) = 1n P, | Gsm) 1 = Cos(8,) 
EH -a Ta 


T, telque i (iSinhli,o))= 0 


n 


n) = j dn Cosh(n@. (a)? B, = af dn Cosh(n)f (n)P#" (isinh(n)) 


P, (Cos(8) 


pes (isina) E 
me ii z0 P, „ (o) 


——+Hit 
2 


T(n,0)= 


n#0,+00 


Comment calculer les normes de ces fonctions propres ? En revenant à un procédé classique de 
variation du paramètre, on peut tenter de trouver une expression de cette norme : 


(29) (Lee ice =0 
Cr CD) Ee hic =0 


dç dç 


G= Sinh(n) 


> f+ e Xale) e) -nle EDE +a -7, Xe +7, 1 dç Gch,(ç)=0 
l+ GC O- (6), CE =0 
RE Jas ni AG s)y, (ç) = 0 > orthogonalité => fan Cosh(n) A (iSinh(n DA (iSinh(n )) =0 


Si M 


Si T=T ET, > 


ð 8? | 
nontde enr Gender TE puis H(6)=0(6) 


Développement au premier ordre de dt 


2 ref (nonar zO), fort rar 2 =a lr saras EE 
sa (e fAs- it | = dr 2r [de v shr,(ç) 


= fas (x(c) = zit $ “(20 ay(ç) 620)" 


ôt dç oT ôG 
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Appliqué aux fonctions propres cela donne : 
D, (n)=P' (iSinh(n)) ç = Sinh(n)= dç = Cosh(n)dn 


le, (n] = Jan costa) )(œ o, (o) = cn p 2,0 o, im) 


0 0 lo 
Dirichlet Si ©, (0)=®, (a )=0=> |o, f gal Cosh(n) — (n) A (n) 
| | | 27, on OT a 
oD 0D 82 lyo 
Nemam si elo), ) 05 fo, ET) 
n n 7 


Dirichlet Si ®, (0)=®, (l,)=0 


od (2, ,}0®D. (1 0®, (0)6®, (0 
= jo., hn £ cosl) l a A a) al ) d À 
p» % D, (n) a 0®, (n) £= 
Neumann Si ôn (0)= ôn (AE 0 


La 
S 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 473 


Pour ce problème de Dirichlet c'est encore plus particulièrement : 


2 
2 p° 1 0®, l 0®, l 0®, (0) 0®, (0) 
upe O) = costly) s a) : b) Gen, 
2 n 
dP* (ix) 
= iSinh 0®,, (n ir 
D, (=i P, o) A 4 dx = Cosh{n )dn => Cosh(n) l EA 2 
tit x= Sinh(n) dx 
RG) - GR (G)-R.() ici z purementimaginaire et Im(P (z))= 0 
Z 


dP, (x) _ dRe(P (x), d Im(P > (ix)) d Im(P (ix)) i d Re(P (ix)) 5 dx 
dz idx dx dx dx d Re(P (ix)) Z dP, 6) 


dx dz 
RED. RAT) rf ERE- Rale) = Rel 2R (Re 2l) 
Ref z2 (z )--rd(3 tan, JR ue (ar, Rel (= mef EED +, Re(r ()) 


Re 2 (= Rd ir, JR 5 Re E), mea) Pt E KO) 


d in? "A (sinnt, za] el aP, (a ) = DE P, o) 


dx Cosh’ 


Im(P (z,))=0 z, =iSinh(l,) DE DEN Co) |=- silo ar, G) 
5 A -gttn 


X= Sinh(l o) => 


z? —1=-Cosh?(n) DE zn o) = J; rd io o) +7, inf? m o) 
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Pour la valeur en z =0, il vient : 


ir. | ))-0 Rd, a, }- vz E mP, O-o 
A E Rel r{ o= a jf lire mn 
4 2 4: 12 
. . . . . . . 2 
it, | l it, fl it, r E r l it, ùl it, r l ir, 
2 4 2 4 2 4 -2 4 2 4 2 4 2 
Ja Jr A(1+2ir, r 
re EE 5 iT, r l',ir, E İT 1 İT À d 2 1 iT d 
4 2 4 2 | 2 ES 2 ) 1+47, hi 2 ) 
eeej of oE 
2 T 1 ir, E T Ttr 
4 2 4 2 
>vP,. (0) RP, oJ- 27 =: Rd, o) akd S 
? r nue ? (+47, Tr ie 
4 2 2 


Ce qui permet de calculer la norme comme suit : 


_ dim(P.G) _ 


dx 
d | sa 


1 ; 1 
Cosh’ (n) | z,Sinhll,o cr. o ) < 2 DR o) tT, mP, 


(xs ) 


- p 474 


à 


Cosh? (l, = — 


dx 


——+iT 
2 


= ch. )Rd P ne (x, ) =T, inf? 3. (ixo ) — ede ee (ixo ) 
sga Sy tn a 


(i0) 


n 


imag 
dP“ 
——+iT 
2 


dx 


Ce qui donne le résultat de la norme des fonctions propres : 


e Simha )R P, | és.) -< inf, | CTAIELE 
2 ITa Eu Ei 
slo a -| ai (z Sinh(1 |] ðI (z o) 
| n | 27 í m rat ın (to) g 2z m| a 
ÔT { T : ia) OT 
4 2 
E Sinh(ha) P, (Sihla), P, (Sinano) -EP (Sinha) 
zrn Eu =g Ta 
Sjo =) EE CSA) nyg P O 
ÔT H+ a ÔT 
4 2 
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Les coefficients B se calculent comme suit, lorsque la fonction limite a une valeur constante To: 


lo 
= fa n Cosh(n)f(n Ve (GSinh(n)) t, telque P* (iSinh (Lo ) = 0 
0 2 IT SE 


n n 


conne $a p) [2E AO OP RER OP 


2v +1 v v +1 


Zi 


L 


n0 lo 
Si f(n)=T = B, =T, | dn Cosh(n) P (iSinh(n))=T, in [an Cosh(n) P, (GSinh(n ) 
0 2 0 2 


n 


2e in Í dPi. o) =-T, rd Í dPi. o) =-T, Re| | — 
0 A 0 ee 


ER xde sir, {sin (mal )-r, (Similia) P, o) 
D, 7 Sa 


1+ 47 S caia 
Rd r, | (sil, ))-4, inf, | CA) 
l1 it a Saiit 
T, H+ n 
Zi AMAA 2 
1+47, 
sil P, CRETE | (sil) 
titan tre 


SE nd, | CAES if, | CTAIE 
1 it 2e at 
T. +" 
ln. 
as) P, CA) 

r 
-Hi -ard Ps., CRIE if? x sm.) 
T (4+ IT, ) 2 2 
> B, =-—— 4 2 


sn RP, CA) 
is 


= B, = 722P" (iSinh(lo))- 41, P'E (iSinhll,o))+ 4, Sinhll, JP (Gina) 
gite Li ae 


n 
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Tout cela donne formellement la solution du problème pour une fonction limite constante de valeur To, 
comme suit : 


D, (7)= PTS (GSinh(n))= inf? 1 (iSinh(n ) Hy =Cos(0,) qt, telque P*S (iSinh(l o ))= 0 
CL =gh Eai 


m) = fan Cosh( no, KO) ou bien 


[a smste és, )-P (Smala) 5P (sin, )}> 
De Eu 2” 


2 1 ima -o ima, 
e (sm) a A 
oT ( 1 ; iT, ) f ÔT 
4 2 
T, 0 8Vr réel . ima; "or . réel Se 
a= EA ; 2P | (sinA(s, )- ACT (iSinA(s,, ))+ 4r,Sinh(l,,)P a (iSinh(l,o)) 
T Sir Doi tn 


P, _ (Cos(0)) 


B Hit, : 
— T(7,0)= i 2 PE (iSinh(n)) 
> D, a) Pi (u) tir, 
zi 


n+0,+0 
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Pour un problème aux limites sur une section angulaire de la forme 
AT(n.0)=0 (7,0)e0<n<l,.0 <0<6,} Lim, 6T(n.0) finie 


T0) a, 50 TOO = fn) TO, =h) 


Les calculs sont tout à fait similaires aux problèmes précédents, avec des fonctions angulaires 
différentes. La solution générale est Re la forme : 


D, (7)= us (GSinh(n) ) lo, (a) = fun Cosh(n Xe. n) 4 =Cos(0,) u, = Cos(0,) 
2 


Pud GSintli,)- pu (sint) -525 GSinhli,, | 
2 à co Th Tat 


D, =) 2, Sihla) 
n |x 


8p” 0 
2x He, ( ) 


oT j 
Fe 
4 2 


B,, = | dn Cosh(n)(n)P (isinh(m) By, = fan Cosh(n)f:0r) P's. (Sin) 


Z OT 


P, _(Cos(0)) 9%, (Cos(0) 


Pal ce (u) OT, (u) 
P Lir (m) Dy (4) P ni (Cos(0)) O, (Cos(@)) 
Mr, 0 &)) PF, or. wN., 
FR 2 | l Pi. G) or (1) CE R 


D. ——+iT, hs 
D = = 
ý V2) Pi (4) oT (4) 
2 Tn 


Tan 
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Pour le problème avec les fonctions limites constantes T(n,0), = Ta 0), = T,, il vient les 


coefficients B», C, et la solution du problème : 
Du problème précédent 


1 8Vr 


E —2P' (iSinh(l,o))- 4r, PE (ésinA(l, )+4r, Sin, )PT (Sinalo) 
n h: + IT, |] DE 2 2 
4 2 
B„=TB, B,,=T,B, = Cos(@,) 4, =Cos(0,) 


m = fan Cosh( no, i ou bien 


[a smt) GSinhl,)- Pa" esil) -5P (sa, )}» 
zin EL Tin 


lb. (n° = z> PT, sat) LE opt. (0) 
ôT (ii) ôT 
47 2 
Pin (Cos(8)) OT (Cos(0)) 
a A (u) 2a (u) 
P, „ (a) 0, (ta) [P „ (Cos(6) 2 (Cos()) 
Pr De Un) PU) 0%, U) 
INR a SE | A Pa TA G) a (iSinh(n)) 
10.6) Pa U4): 0% (m) 
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Problème aux limites sur l'intervalle _n € J-lo, Si =-j Sinh(l,).i zo=i 


cas d'un intervalle fini du problème aux limites. La solution d'un problème aux limites de Dirichlet 
de la forme : 


AT(n,0)=0 (n.68)et-l,<n<lo0<0<06,} Lim, ,T(n,0) finie 
n—0 
TO) a, =T) a, = TOO = f() 


est alors la suivante : 


D, (=P, CSa =Rd P, (Smt) s= Cosa.) 


—+i 
2 


T, tel que un (Sinh, ))= 0 


n 


oJ = Î dn Coste. (n) B, = | dn Coshln}r(n nm) (iSinh(r)) 


lyo 


$ P , _ (Cos(0)) 
T(n,0)= n pra Gaina) =A 
>. D, o) tie P, ji (u) 


—+i 
2 


Le calcul de la norme en partant de l'expression générale obtenue précédemment est le suivant : 
D, (n)= PT (iSinh(n)) ç = Sinh(n)= ds = Cosh(n jdn 
2 İT, 


ôd, (n) 6®,(-n) 
)=> 
ôn ôn 


Fonction paire den > ®, (n) =È, ( n Jonction impaire de n 


Dirichlet Si ®, (-1,)=®, (l)=0 


en = Jan cos) (en) = zH co E" Len 
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Pour ce problème de Dirichlet, le calcul de la norme c'est encore plus particulièrement : 


2 
®D, (Lo) =0—> lo, ( n)| = (Sinh 0) = = Coshll,s) r 10 z 10 
dP*” (ix) 
mt OP aL 
D, (n)= rdr, | hi i E Sa dx= Cosh(n)dn = ona 2: (1) 5 Cosh’ (n) ———— 
g x= Sinh(n) n T 


A n: 1 (zP, (z)- P (z) ici z purementimaginaire et Re(P, (z)) = 0 


Supposons z=ix x=Sinh(n) P,(ix)=Re(P (ix))+ilm(L  (ix)) v= E +iT, 


d Re(P, (ix)) _ inf ZE Sura eepe- 8. ())= H mt RE) mb 22G) 


dx dz zaj 


mya) =m (-5 4e, 20] (her, Re(2 (2) 


2 


ard, | és) | 
- = apih sn}, ésia)}-mmfe B és.) 


ét mfy nn), (sl )}=-<.Sil han | (sil) 


gi Tn 


mvr À TA) nr a ésml,.)}< rdp ” TA) 
CAES DAT, 


7, Sinh(l,, nf P 1. Sin, ) + 
Lair, 
2 
w) Hle, sm. ))-< ede., (isinna) 
z, Eu 


ee Sinh(l,) 


1 
ap" (ix) TON CRIE 


=> Cosh la) —— = k 


2 ITa 


sfr. | (alt) Selo), | (sw) 

tin tit 

um? y sm.) oP! (iSinh(l,.)) 
_ 


= je, of =+ se 


4 (nr. CARTE : (sanla) pr 


2*! Th 
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Calculons également l'expression : 


n 


Bo 
C,= f dn Cosh(n)P'* (GSinh(n)) T, telque PTE (iSinh(l o )= 0 
Eu Sgrin 


“lo 


Comme Jaz p(o) -20-0 


lno Zo Zo 
C, -rd [ dn Cosh(n)P, ésim))- Rd fase. a} gen. o- 
gra =t 5 


lo 


n 


-2f P, | sm. )}4. Rd, | CA) 
2 5 tiTn tr 


n 


a 2 
+4, tasir P, (sil) |+ 42, Sinne) P, ER) 
h Eu 
>c- (te sinnte (Sims) 47, P (Sinni, ) -22% CA) 
1+ AT, -gttn ptit =z in 


Tout cela donne formellement la solution du problème pour une fonction limite constante de valeur To, 
comme suit : 


(= PE, (Sn) =R P, (Smh) m= Costa) 


2 n 2 ÎTn 


T, tel que P (iSinh(l,a))=0 
ztn 


lo 
o., Gi = fan Cosh(n\®.. (n)? ou bien 
lo 


po =" no fr, @}-fr{r.0}mtenfe srl.) 


3 
——+iT, 
2 


2 n 


CE 0 0) 
T, Hit Th Eu 


ge TS 
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Pour un problème aux limites sur une section angulaire de la forme 
AT(n,0)=0 (n.0)et-1,<n<l,@ <0<0,} Lim, 5T(n,0) finie 


T, Opar, =TG.0),.,,=0 T0), = fr) TAO, =A) 


Les calculs sont tout à fait similaires aux problèmes précédents, avec des fonctions angulaires 
différentes. La solution générale est de la forme : 


D, (7)= Pi (iSinh(n) ) le, af = ar Cosh(n Xe. (1)? u =Cos(8,)  u,=Cos(6,) 
2 


1 _ 
lime, au )}- C) 
2 2 7e HIT, 
lef => E 
r et MA | (sn. ))} 
maria contre 
= | an Con", (Sin) Ba = | dm Con) OP, (in) 
-l 0 DU -l 0 IASA 
P, (Co) 0% (Cos(e) 
B,, - 2 
i Pa (4) or (4) 
2 ý 2 4 
P, (u) o% (DSP, (C0) 0%, (Costo) 
B n : rée - - rée 
i Fra VA (u J0 (4) Pi (m) or (4) 
T(n,0) = 2 - 2 LS P! (iSinh(n)) 
_. (PU) O, Un) ii 
le, (n)| +2 
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Pour le problème avec les fonctions limites constantes T(n,0), = Ta 0), = T,, il vient les 


coefficients B», Cn et la solution du problème : 


Du problème précédent 

B,- fase Gsi.)+45, PS, (sil, )-2P CT) 
2 7 2 7 

B,=TB, B, =T,B 


In n 


o- Jon con) NE. m =Cos(0) m = Cos(0,) 


1 
; in? N (iSinh(l o ) - oP" (isinA(l,) 
: 
sfr. | sin) Si nt P, | Ca) K 
Da Pe 2+ 


P, (Col) 0%, (Co) 


i Le (u) -a (u) 
O, (DSP, (Care) 0%, (Costo) 
BP. U D S 2,0) 0,0) || 
Fee PF, Gi) 0 G) Caen 
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Problème aux limites sur l'intervalle n € [l,,1,,1->z=iSinh(n) € [z1=i Sinh(l,,), z2=i Sinh(f,, 


La solution d'un problème aux limites de Dirichlet de la forme : 
AT(7,0)=0 (7,0)e Vs <N < Lys 0<0 <0 o Limo, T (7,0) finie 


T(n.0),,,=0 T0), = TO, =A) 


est alors la suivante : 
P (iSinh(n)) PS (iSinh(n)) 
zen 


Saiit lo, 


E (iSinh(l a )) PHE (iSinh(l,)) 
za Eur 


D, (7)= 


(mn) = Jan conto) (no, 10) 


l2 ly2 
B, = | dn Coshn)f(n)P (GSinh(n)) €, = [an Cosh(n)f(n)P%"* (iSinh(n)) 
: Lu 


bn 2 ba 


T, telque Ph (iSinh(l,;)) P" (iSinh(ia))= PU (GsinA(r,, }Pi" (Sinala) 
ML Eu Eu Eu 


P Cos(0 

T(n,0)= $ B, G: D, (7) re ' i 

N, 2, A (siral,.) un (isinali, ) le. (nf Pi Ga) 
Hn 


--+it, 
2 


En revenant à un procédé classique de variation du paramètre, on peut tenter de trouver une 
expression de cette norme, comme il a été établit auparavant : 
PY (GSinh(n)) P'S (GiSinh(n)) 

——+iT ——+iT 

LL ; 


= 2 
D, (n) Pe (iSinh(l, ) Pre GSinAl, ) 
Lir, Eu 


z = Sinh(n )=> dz = Cosh(n Jan 
[o (oJ = fonce, (= cr [00e D) 


Comme ©®, 0. a 
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Pour ce problème de Dirichlet c'est encore plus particulièrement, le calcul suivant de la norme : 
PC (iSinh(n)) P'E (iSinh(n)) 
——+iT, Hit, 


= 2 2 = oF _ Ç; 

DE per CR) pra C) D, (,,)=®. (,:)=0 x = Sinh(n) 

tin tit 

[api (iSinh(n)) -o (iSinh(n 

5 (n) 2 i T 

Cosh(n) on = Cosh’ (n) pri (sin, ) La Sn z=iSinh(n 
27 
Cosh{n) Le (GiSinh(n)) OP? (iSinh(n)) 
2 osn n imag (io; -zih réel -ztia 
PE Oo rt) e) ta nr 
zte Eu 


Len = — m ((- pe } Sinh(n)P A mai z im i Hit, je (sm) 


-t Sinh(m) P” (Sinh(n))- a pi GSinh())+ 
-5ta it, 


= AELA 
Cosè) L pre (sim), Pt (Sinh) 
PA Eu 


CPE (iSinh(n)) 


a ed- ds il a ist) $ rd(- Lii, smqr ” és) 
_ SP (iSinh(n))- 1, PZ (GSinh(n))+rt,Sinh(n)P#* (iSinh(n))- 
1 iT =a ia =a ti 
Sea 
Cosh (n) _ Sinh(n Sinhtn) pinas (iSinh(n) 


alios 
2 


aP“! (iSinh(n )) 3 imag (i Sinh (n ) 
er a ED pre (a, E, 
JH it, Ô n HT à n 


+P (Si) 5,2%, (Sn) Sin) P (Sir) 


ps (sini(l,) ; 
2 D pre, (sn) 
An)= A 
2 
Cash An) -Lpi (iSinh(o))= 1, PE (Sinhlo))+ t, Sinh) P, (Sn) 
— pré iSi h I -Žir Eu maita 
-iir ( mn l a AO) ) 


P” (iSinh(n)) 
2 ir, 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 486 


Il vient pour le coefficient A(n): 


Pi (sie, frs 2 (Sinhlq) =r, P$, (Sin ))-r, Sin)" (smtn)}- 

Cosh°(n)A(n)= a S~ 

rs (sm -EZF (Su) (sut) sr, Canta) 
2 g 2 A 2 i 


gn 
-esinta Pr (iSinh(1 P” (iSinh(n))+ Pt (iSinh(t, ) P (sinta) |- 
zh T7 tTn Eu Eu 
Cosh”(n)A(n)= ou Gina, Pr (sin n)a Pi (Sinala PS". (Sinh) + 
it iT, zin Eu 
(es é (iSinh(l ))P"* 7 (iSinh(n) -P (iSinn(1 P" C0) 
à Cu 


Soit l'expression de la norme : 
1 2 
n= 2T, A eel (ina, ) E ia l JA 
DU 


1 
EIA 
ztn Eu 


pr (sn (tn) 
7, Sinhl,,) ? o 
r Sin: + Pa (Sinn, JPE (Sinna) 
: ir, zatia 
| OP ( 2 


+l pre (Sin, PE (isinh(s,, ) +P (Sinil, JPE GSinhlt, t 20 )_ 
2 tin + 2 Hu 5H) dt 


“(rs (Sim, pe Gini, a) P (Sinal, JP (sinn) 
Dá gtit -ain Eu 


ps (sf, DP (sa, Ve 
7, Sinhl,, | ? cu 
T, Sin (l PPT (iSinn(1, P (isinn(,,) i 
Dur, os 


-Jai pre (sm, pe (sim, + LP (Sinal, JP (simn(, ) p ee 
3 it, =g tih Saith Du 


“(rs (sina(, pm (isinh(e,)-pr (Sinal, hp CA) 
ztn Eu Eu 5 Tin 


1e. 


Je (a) 
dT 


læ, (m) = 


x 
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ou bien encore : 


n 


LP Sin), (Sin SP, (sin) 
3 tn Eu Eu 


Pr. (Sinh(,) 
Lair, 


Cosh°(n)A(n) - 
PA (sina(s, Pr" Sinna) L pré 
EEE =a n = 2 PY 
Žir, 


(GSinh(n))- FPS GSinh(n))+7,Sinh(n)PS" (Sinh(n ) 
5: n DE 


n 


Pe (iSinn(l,.) 
——+it, 
2 
Soit une expression équivalente de la norme : 


[costela a25) cout, 4%) 


drt 


d, (nJ = 


= iSinh(1,. ) = iSinh(l,. ) x= Sinh(l,,) X, = Sinh(l,,) 


É se (a) Pa, aea E 
2 ie, _3,, Eu 


—+iT 
2 


2r,P (Sin, )) P'E (GSinn(s,)) 
3 tin =r 


n 


OP" (2) 


OP (2) 


Pr (z) 
——+iT, 
2 


P< (z ) TR a ia 
Sgn dt dt 
réel imag ( ) 
a 1 p“ ( )- pins ( )+ p'#! ( ) Pas (z) Pre Zi 
2 iT 72 Tn iir 72 Ta #2 bee 72 s a 
277 gn 277" 


Pr (2) 


i =ar in 


1 
je. (nf = — 
à 2T, 1 imag réel imag 
Ga (a)-e P (a)- ra PE (2) | | 
A _ Pr (x) OP'E (2) 
Fée ST, HIT, 
Fe, G) F dr 
E 1 l | | pře (z) Pre (z) 
[irg edar eraen E) Ee ES 
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Pour une fonction limite constante To les coefficients du développement se calculent comme suit : 


l2 la 
B, = | dn Cosh(n)P'* (iSinh(n)) C, = fdn Cosh(n)P"* (iSinh(n)) 
j z. j Eu 


mi nl 


ly2 Z2 Z2 
B,=R [dn Cosh(n)P, ist) dia P, ©- me P,. o) 
: Eu =a ata Sgt Tn 


nl Zi 


ba Z2 Z2 
C, =Im fan Cosh(n)P, sit) = “im faz P, o) = -rd [ær, o) 
—+iT ES TT a 


H Ai 


1 ; ; 
Hes, i) Pa (z) FP | ()-ixP, &))- 
7 tin 7 Fr ; Zn 


e 
B, =- ei à 
2 
Jte -ied Pa., eje Gen. a 6 ) 
à Zn 7 tin ztn 
2P'E ()-2P5% (z3) + 2x PT ()-2xP (z) 
1 grih “hé 2 if 
P anm 
AR aa P Gr edea Gr 6) 
Danne DU D a DCR 
ZP (G)-P,. G)-2P,. G)+P,. (2) 
GE Re Dre D LE Dire 
HIT: 
1 , . 
Hes, EET (jE Gr G}- 
1 2 tin 5t zti» 5 tin 
C,=- I Re 
2 
4” (rs, (a) Pa (z )tio Pa (2), ©) 
se 2, + Dp a 


+ 2P (z,)- 2P (z,)+ 2x, PTE (z,)- 2x, PTE (z,)+ 
1 PME D DE NL 


” 1+ 4r, + AT, = (z, )- P'ye (z ) + nPE G j= Re Ge ] 
Dr NE Aer 2 


3 tin 
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Il vient finalement : 
2P (3)-2P5 (2)+22P5 (2) 2P (a)+ 
l Stir, Tin 


1 —=+iT IT 
D — 
| 144r, rae p Gers (z )+ x, P's (z,)- xP o) 
Ea =i =a i =g tit 
DRE” (z) 2P (z,)+ PPT (z, )- 2x P" (z,)+ 
1 D Eu Eu ot 
Gr En 
Fe og 4r, = ()-P5e (aa Pt ()-2P (e, ) 
DUT Dir ee DS DEUX 
| a 
j W l 
Pr $ (z ) Pr (z, ) R g (z, pE (z; ) 
Due DAT Dép DA 


n 


__ pimag réel 
A, =P y (z)8,-P* : (z,)C, 
Hit, ——+HiT 
2 2 

sel cel h g 

2P (PS (a)+2P'e (PS (a) 
Hit, Hit, Hit, ——+HiT, 
2 2 2 2 


n 


-2P (aps (z) 2Ps (Pie (2)+ 
Hit, Hit, Hit, ——+iT 
2 2 2 2 


PT (a P (2 F K (2 ee (z )+ 
1 zin HIT, gin zin 
" 1+4r APY (G)P5e G)-PT (GPS (a)+ 
2 0 2 ar Die D 
+47 


are Gp, yet Gore (0) 
DOUÉ 2 2 


Ef ——+it, 
2 


-s(rs GP Grp re GIP ©) 
2 


it, BIE E P 
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Ce qui donne formellement la solution du problème aux limites pour une fonction constante 

AT(n,0)=0 (n,8)e<1, <n<1,,0<0<6,} Lim, 5T(n,0) finie 

TG), =0 TOO, =0 T(7:6)on =D = iSinh(l,,) 

PE (Sinh(n))  PYE (iSinh(n)) 
2 ` Sn 


: | | 
p“ (z ) p” (z ) 
To 1 T 1 
Hit, Hit} 
2 2 


Z, = iSinh(l,.) Lo = Cos(0,) 
P, (n)= 


Tn 


l 
D, M = fan Cosh yo. Y 
„n telque P Ars (4)= PT Gus (z) 

J it Eu TSH Eu 


op à (2) OP? (z) oP () Pie (2) 
gin Eu 


Er ue 
2 2 


dt 
1 dt P T (2) P Te (2) 
ur gti E 


= 
=T; Sinh(l,, le (z ) pires (z, ) 4 p“! (z, )P'é G ) P 
2 ITa =a in =g ita sar Ta 
s ; 0®, (4 
+ e (z 1 (z,)+ Sri (z, p'e (z, )+ T ( >) 
—+iT Eu + 


Dr 
2 


afaa ee GIP, (2) 
mf = aT E 2 


27, eT , EP, (z ) 


a 
Q 
Y 
TR 
RS 
N 
7 
y 
3 
a 
où 
RS 
N 
7 
l 
a 
Q 


-r Sn rt Get eert, e)re, Go}: 
ata Ea Ea Pa 
1 ima, ima; 1 rée rée 
Ea (z aps (arot (z)P (z)+ 


3 xX 
——+HiT, D ——+HiT, —=+HiT 
2 2 n gin n 


sept eest G-r GDS, G) 
27 ver DT 


HT ——+HiT, 
2 2 


1 1 4 y sel sel ` ; 

2PT ( J 3. (a) 2PT (z } 4. (2) 2PT (z 7 3. (2) 2P°T (z, } 3 (z) 
——+iT ——+HiT, ——+HiT, ——+HiT ——HiT, ——+H+iT ——+i = 
2 g tn g n 2" 2 Tr g in 2 


sel sel À sel g n sel 
pre (PS ()-Pi (api ()+p (api (a) P'e (Ps (a)+ 
À — ——+H+iT, ——+HiT, ——+H+iT, ——+HiT, ——+H+iT, ——+it, ——+iT 
n 2 2 2 2 2 2 2 


rew, (PT (z3) P'E (z, )P E @)}-s(r#, GP (z) Pr (zi Pa (z; ) 
LL LL s tir LL LL ztn ztn ztia 
P (Cos(0)) 
D bye 
ran F 4, ee 


(ra PE Cle. Pr. Wu) 
2 < 2: i 


aa 
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Pour un problème aux limites sur une section angulaire de la forme 


AT(n,0)=0 (7,0)e0<1, <n<l,,,0 <0<0,} Lim, ,T(n,0) finie 
TO) pa, “TO a, =0 T0), = fn) To, = fn) 


Les calculs sont tout à fait similaires aux problèmes précédents, avec des fonctions angulaires 

différentes. La solution générale est de la forme : 

= iSinh(l,,) Z, = iSinh(1,, ) Le Sinh(1,, ) X, = Sinh(l,,) 

Pe (Sinh(n)) PS (iSinh(n)) 
ata Puc 


Hi = Cos(0,) k = Cos(0,) 


(0) = - - dn C h(n 
Ti (n) PIE (z) piri (z) |o., “f = Ï n os (o, (7 P 
Eu Eur 
TIRER | | 
eo Ge) œpèt (e) 
pe (z) gtin ztİTn 
Ci dr dt 
p! p” 
OO 0) TA TR 
2 á 2 F 2 á 
PE) 
1 Pi 
lo. (1) =— 
i 2T, 1 l 
[eg aart anart (a) | | 
em PT fap (a) ap (e) 
Po: (z) 5 en in 
B a dr dr 
pr‘! p” 
|- Ta (i) -rPe (z, )+ T PE (z ) - +i, (z,) ir, (z) 
2 K 2 2 
PEE) 


L 5 ts 


B,, = fan Cosh(n) f. (n)® 


l 


. (7) 


ly2 
B,, = | dn Cosh(n)f,(n)® 


bn 


. (1) 


P, (Cos() 0% (Colo) 
Be x 
ie (u) Sa (u) 
gta 2 
ie, Un) OT, Um) TP, Coste) O7, (Coste) 
B;, : - = - 2 - a 
: Pi (m) O (4) Pi (4) QT. (a) 
T(n,0)= Y > 2 = = x 
n+0, +0 ( yP lir (u) o. (a) 
P, 7] ee - 
POUR G) où.) 
yn Den 
PE (GSinh(n)) P% (iSinh(n)) 
5 Th ogi Tn 
i PY. (z,) PTE (z) 
itn 


Tatin 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 492 
Pour des fonctions limites constantes f (n) =T, f, (n) =T, il vient : 


Z, = iSinh(l,,) Z, = iSinh(l,, ) X = Sinh(1,, ) X, = Sinh(1,, ) u = Cos(0,) u, = Cos(0,) 
P! (iSinh(n)) PTE (iSinh(n)) 
A tts ——+HiT, 


2 2 
ooy rg N = fen cotte. o) 
Hit, =a ia 
1 i. rée. ima, 
FES (aane (anur (2) 
2 +it +it Hit ; ; 
f - D - - - oP. (2) una (2) 
ti (z) T F 
" T T 
p“! p” 
-ipe (anp (ajrat e) Ce) Pi 
2 Ur Es En 
| AC 
le. ef = ; 
É 2T 1 7 i 
Ea (a)-e, P! (z) rPe (z ) | | 
Ds i 27 CPE ex CPP (a) 
FE, 0 o 
2 Ur T T 
pra Pre 
a 1 prea (z )-r, P3 (z )+ r, x P (z) He, (2) Sir, G) 
2 Eu ee tn 
Pr a) 
| arta 
B = =T, À, À, 
TERRORE AERE EE) 
Di De, 
2P G jp. (z)+ 2Ps (z; NP (a)-2P 6 “4 ue (z; Jp ()+ 
goa Dr re Di 2 Dr nn D 2" 
A Pi (PS (aP Gps TED (PS GJP GPS (z)+ 
n ga gora 2 2 DA Det DA CHE 
+47, 
+x Ta GPT Caen (a jo (2 (rt, GPT a (zı JP e) 
2477 2 i 2e ts 2 g 2, 
P, (C6) 0% (Cos(e) 
T —— 2. 
| Pi, du) 9 (w) 
Die pur 
Pi (u) O (u) Pi (Cos(0)) O (Cos(0)) 
T. " 2 - - 
4 : Pi (u) ea (u) Pi (u) oT (a) 
T(7,0) = rée. = ima, 2 2 : - 3 2 x 
ra PE GPE G) TP.) 07, a) 
Irr Chase D 3 tin ne 
PO T où, tm) 
2 2 
PE (GSinh(n)) PTE (Sinh(n)) 
N Dr g a 


réel j 
P” (a) P're (a) 
——+it, ——+it, 

2 2 
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Quelques propriétés des fonctions coniques et fonctions coniques associées de Mehler pour un 
argument purement imaginaire 
Il est bon de rappeler ou d'exposer quelques propriétés des fonctions coniques de Mehler et les 
fonctions associées pour un argument purement imaginaire. De la propriété miroir des fonctions 
de Legendre associées, on en déduit des propriétés pour les fonctions coniques, qui cette fois-ci 
sont des fonctions qui sont à valeur imaginaire : 


H(=)\_ pu E l > ma e 
e ni P Caj- (a)- P, Cr- P (e) 
PrEP i) uréel z=ix x réel FA mig Fa Eh 


Ph (x) Pi (Cix) g ae 
>— 2 . rd is) 2 = = f ps E) 
2 LL 2i +it 


Avec les fonctions de deuxième espèce, le résultat diffère : 


; 1. 
G-r) g (e) 77 0sr)2"G)- Sinfru +v )o e), ve +ie 
Sin(z(u -v )) , s | 
uréel z=ix x réel 


Q“. (-ix)= 0", | (ix) Q" (x)= 0“, i (-ix) Sin(irx)=iSinh(rx) Cos(irx)= Cosh(rr) 


na DE 
re Cod (- : + DUR ix)- sif a( a E ; A 2) 20 ix) 
M (-àx)= i 1 | 
me" Sinh(rx )P*  (-ix)+ Cos(r(u +ir)O", (-ix) 
, ide TRUE 
Ir Cos(r(u -ir)) 
re ""Sinh(rx)P" | (ix)+ Cos(z(u + it))O“, ; (x) 
St otre 
Cos(r(u = ir)) 
On OEO Ca) où ,@)+0% Ca) 
2 2 a 2 


=> Z Z 


De même Or: (ix) = 
2 


2 2 
re Sinner) P7 l (ix)+ P“ | (- 5}. Cos(r(u no l (ix)+ 0“, l (- 5) 
: SSH Doris Fo ou 
2Cos(r(u +ir)) 
u : u + | PpP” ; pP” me 
EN Case (ix)+ on. ix) z re ""Sinh(rx) tir (&x)+ T ix) p 
2 Cos(a(u=+it)) 2 
y| 2 (6)+o" Ci) 
, Cosatu zin) Po Oa 
Cos(r(u +ir)) 2 
L =. u P | P” A) EE P” TA u ) u + 
o, DDC mer) PT CE) costata LT E 


2i 7 Cos(r(u +ir)) 2i Cos(a(u+it)) 2i 
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Les deux fonctions de première espèce construites par combinaisons linéaires paires et impaires 
sont alors toutes deux à valeur réelle et de plus sont paires et impaires par construction. 


Une formule tirée de « NIST Handbook of Mathematical functions » formules 14.23.4 et 14.23.5 
établi un lien entre les fonctions de Legendre associée sur [-1,1] (de type 1 sous Mathematica) et 
leur valeur à la coupure, formules qui peuvent s'appliquer justement pour le calcul des limites des 
fonctions d'argument purement imaginaire en z=0, comme suit : 


LIUT 
P!(x)=e ? P(x+i0) 


o" (x)= Zrv +u+ fee (x+i0)+ e? o" (x- o)| 


PË (x)=e 2? P4 (xti0)=e ? PA (i0)=e ? P“ (-i0)= P4 (-i0)=e#“"P4 (i0) 
tit HE De = Eaa Ea 
=È _iun iun 
E (Eire) 20" (x+i0)+e ? 0". 0) 
E Do ——+iT 


pr o-er (0)+e 7 pr o)]=e Ep (0)= 


——+iT ——+iT 
2 2 


iuT iun 


iuz iuz T 
pe (ti0)-Pp" (Ci0)= le? -e 2 |P O =-2is £Z }ps (0) 


——+iT ——+iT 
2 2 


P“ (+i0)+P“ (-i0)=P“ ()= 2Co £2 }pr (0) 


——+iT ——+iT ——+iT 
2 2 2 


ar Oo e a a 
1 


H Z 
FPE o r(1- u) 
Mais attention ces fonctions de Legendre d'argument purement imaginaire sont celles qui sont 
définies par rapport à la coupure [-°°,+1] (de type 3 sous Mathematica. Pour les fonctions de type 
2, définie par une coupure [-Ħ,-1] et [1,°], soit celles comportant l'axe complet des imaginaires, 
alors il n'y a pas de saut en i0 : 
ps (60)= Pt. (-i0)= PA (0). 

2 2 


——+iT 
2 
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Résumons ces propriétés de discontinuité sur l'axe des imaginaires par les formules suivantes : 


Fonction de Legendre de type 2 coupure |- œ0,—1]U [+ 1,+00| 
Pr (x)= P“(x +10) 
Fonction de Legendre de type 3 coupure |- %,+1] 


iun 


OE 


eT ur 2 
P#(x)=e ? P”(x+i0)=> P“(+i0)=e ? P”(0)=> 
ER tn a 
P“ qo)- P*O i0) _ -s£ re (0) 
2i 2 
R (0)+ PA à a i0) 
2 2 = Conf #E }p (0) 
2 2 tir 
as (0) ns < i0) 
2 2 = -sin ati H (0) 
2i 2 TNT 
P% (i0)+P°% (-i0) P', (50)+P', (-i0) 
SE su - p’ (0) E or 2 0 
u=0=> - ga u=1> : 
P’, (i0)-P°, (=i0) Pi G0)-P (io) 
Du Erua z 0 = spi l (0) 
2i 2i Ei 


Les fonctions coniques de Mehler d'argument purement imaginaire sont solutions de l'équation 
différentielle : 


d’y(z)_ „_d(z)_|1 p? , 
(1 z?) T 2z FA e — y(z)=0&z=iç 


d° d 1 í 
= (+6) nn 26 Te rtf be =0 


> +T“ + 
dç dç 


2 2 
= (46) M + 2, tO ue 
tç 


bo =0 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 496 

Représentation intégrale des solutions d'un problème aux limites inhomogène angulaire sur 
l'hyperboloïde de révolution à une nappe 

Tout comme dans le système de coordonnées sphéroïdales allongées, il n'est pas possible de 


développer en série de fonctions propres la solution d'un problème inhomogène en dimension 
angulaire sur tout l'intervalle de valeur radiale [-c°,+1], soit sur un hyperboloïde à une nappe 


complet. 


1 
En revanche, une construction sous forme de représentation intégrale de la solution est rendue 
possible grâce à une transformation intégrale modifiée de Mehler-Fock appliqué cette fois à des 


fonctions définies entre [-c°,+c0] : 
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Transformation intégrale modifiée de Mehler-Fock 


Toute fonction f(x), x€[-c°,+c] peut se représenter sous la forme d'une double intégrale sur tout 
point sans discontinuité de valeurs : 


Pi, GSinh(n))+ P,  (-iSinh(n) 


it ——+iT 
2 


2 xX 
E P, (iSinh(s)+P, (-iSina(s)) |” 
M x [ dg Coshle) ft) — y 
y= pra To 
: Cosh(xr) Pi. (iSinh(n))- P , l (-iSinh(n)) 
2 F 2 x 
ls P, (GSinh(s)-P, (-iSina(s) 
x [ dg Cosh(s)f(e)— r 
P, G@)+P, Ci), P, ©)+P, (Ci) 
> i d Eii Eu 
erac [ar Tamer) 2 I ee 2 j x= Sinh(n) 
o  Cosh(ar) |P, (G@)-P, Ci). A T Er) y= Sinh(ç) 
= FO 


Sous les conditions suivantes des fonctions f(n) : 

- la fonction f(x) doit être continue par morceau, et bornée dans chaque sous-intervalle [x1,x2] de 
l'intervalle [-c°,+c0] 

- les intégrales suivantes doivent être définies : 


fax faf Logli + Ixl) et fax f) Logli +x) 


quelque soit la valeur a > 0 pris dans l'intervalle d'intégration. 
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Si la fonction f possède une discontinuité à la valeur n, on écrit : 
P, (iSinh(n))+P, (-iSinh(n)) 
ST tie 


IT 


2 xX 
+0 Pi. GSinh(s))+P, | (-iSinh(s)) ý 
. x f dé Cosh(s) f(e) 2 = 
fm +0)+/f(7-0) (a Re To 
2 o  Cosh(at)| (P, (iSinh(n)-P, (-iSinh(n)) 
2 à 2 x 
À +o Pi. GSinh(s))-P, | (-isinh(s)) 
x | dé Cosh(s)f(e)— T 
P, 6P, C») 
2 j f 
Ta Pny Gv)+ An Ç iy) 
x | dy fO | 
5 Far0+ (0). ju HN 2 LE Sinh(n) 
2 A Cosh(rr) Pi (HR (-ù) y = Sinh(s) 
2i i 


Le P, @)-P, Ci) 
x [yv fo i 


2i 


Deux cas particuliers simplifient les formules lorsque la fonction est paire (et qu'elle n'a pas de 
point discontinuité) : 


©, TTanh(xt) P, „@&)+ Pae B) a Pi, Gy)+ PE iy) 
ON i E d 2 2 
ee | i Cosh(xr) 2 l y f) 3 
Lorsque la fonction est impaire, il vient (et qu'elle n'a pas de point discontinuité) : 
+00 t Tanh(rt) Pi, o (- ix) +00 Pi &)-P, C iy) 
=2|d 2 3 d : 
di | í Cosh(xr) 2i l y fO) à 
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En cas de point de discontinuité, il vient : 


fœ) = f(x) 
= S&+0) A 0) _ 2] à tTanh( E) e TaS a e E A 
Cosh( (zr) 2 5 2 
fœ) =-f Cx) 
EL + 2t + f(x- 0) _ 2] dı T Tanh| E ie (x)- aile ix) | fo) ET &)- ik S iy) 
Cosh( (zr) 2i A 2i 


Donnons quelques exemples provenant de l'article de N.N.Lebedev et Skalkaya : « Integral 
expansion of an arbitrary function in terms of spherical functions », PMM Vol 30, n°2, 1968. 


Exemples de développement intégral d'une fonction limite par des fonctions coniques de Mehler 
d'argument imaginaire 


y, 2 Tanh(xr) Ps, entr Cle P, +P, (Cb) 
= d 2 2 d 3 > 
AR | : Cosh(xr) 2 f YTO) 7 
ai t Tanh(xt) Li ix)+P, ( l ) Pen P 2 Gy)+ Fi (= iy) 
= 2 d 2 2 d 2 5 
far - jaso - 


D'après la propriété miroir des fonctions de Legendre associés, les combinaisons paires et impaires 
suivantes sont à valeur réelle : 


Hi (ix)+ Tig (-ix) 
2 2 
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ds sm Pi @)+P, Ci) Se 
HRÉSRENTS, ot RE est obtenue à partir d'une formule connue d'intégrale 
0 


2 
indéfinie sur les fonctions associées de Legendre (voir < A.P.Prudnikov, Yu.A.Brychkov, 
O.I.Marichev, Integrals and Series - Volume 3 - More Special Functions>, ) en page 34 de la version 
russe, section 1.12.1, équations n°9) : 


x -zE #(x fx) 2), PAP #(x)= d (1x2) P#t(x) 
Ja t Rl) (~-u\v+u+1) ( 0 dx| G-uv+u+1) 


HHI 


| t a en ©) 
2 


1 
bo >P, ()=- 
2 2 
1 d Pi. C ) 1 Pi, @) 
Pr, (iy)= | Jy +1 2 P, ( iy)=+ y +1 — 
—+HiT 1 2 dy 5. 1 2 d L 
(i+ | 2 | +T ) 
4 
Pi OP: Co) Pio wri (y) 
=- +T DE 1 d y? +1 E SEFT 
2 | 1 a dy 2i 
4 
p P, (ix)+P (-ix) 2 P, (Gy)-P" Ciy) 
sors For y + 1 marr Dot 
<> fax = - 
2 1 > 2i 
| (ar) 


Pour être honnête, même si cela m'a occasionné quelque confusion, dans l'article de 1967 de 
N.N.Lebedev et l.P.Skalskaya « Integral expansion of an arbitrary function in terms of spherical 
functions », la formule donnée est la suivante : 


Pi, DHP: (-iy) Pas, Gy)+P", (-iy) 
2 2 


i? 1 2 Eu s TUE 


2 (1+) dy 2 
4 
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Mais il me semble que cette formule ne peut-être juste en raison d'un fait simple, à savoir que la 
dérivée d'une fonction paire est une fonction impaire, ce qui n'est manifestement pas le cas ici. 
Partant de l'expression de la discontinuité à la coupure et en l'injectant dans la double intégrale : 


©, tTanh(rr) 1 En LE Pi pO) P p Ci) 
TOE 2far? anh(xt : 3 [dy yrl 73 
3 Cosh(xr) Lie 2 dy 2i 
4 
P s P Le P! . — P! Le 
© TTanh(rt) 1 Ta ig ix) i a) E iy) 
= 2 [dr y" +1 
Cosh(rr) 1 2 2 2i 
0 
s aP; (à) 
Or Lim P', (x) = Lim P', (-ix)= Lim — 2 =0 
ui “Le 1 


=> f(x)= = sa tfar T Tanh| (zr) 1 ; Sa Eu ‘ ot | tir 
Cosh( (zr) 1+47 2 7; 


+00 P 1. $ aus À | j l 
= -8 2 1 d T Tanh(xr) Di Foie tir =3tit 
SG) =-8Va" + Í Era Koshlar) - > 


La formule donnée dans l'article de Lebedev et Skalskaya est la suivante : 


8 fe iT d T Tanh(xr) Er (x) E EN (E ix) am (ia) T is 5 ia) 
un l $ q + 4r? XCosh(7rt) 2 2 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 502 


On peut calculer le développement à l'aide d'une autre intégrale indéfinie, à savoir : 
P, (az)-P; (az) 
—+iT AU 


dzP (z) = B.A()- fa C) => | dzP (az) z aa <P a z) =P (a z) 
Y 2v +1 -itir 0A 2iTt -Žir Sir 
PC). Pi WPi y) 
pi < t Tanh( E He Gi Sir f Lir Leir 
= =2ļ|d d 
f | |x| > A | i Co sh( (zr) l dd 2 
G)+P, È y) P, ( pay (ia) (- ia)+ Pt ia) 


Pas de discontinuités sur la coupure pour les fonctions d'ordre 0 
=P, (0)-P, (-i0)+P, (-i0)-P (i0)=0 
ru ga 57 Sr 


a OR (y)+ Fi g iy) 1 
= [dy Z 2 = r (Ga)-P, (ia)-P, (-ia)+P ( ) 
0 2 AT —+iT ——iT +iT 5 
P, Gx)+P; Çi)\r (Ga)-P, (ia) P, (ia)-P, (ia) 
Tanh{rt)| -3+ zi J 
f(x) = far n 
5 (zr) 2 2 2 
Cette dernière expression est bien réelle : 
P,- (ix)+P ; (-ix) P (ia)- P, | (-ia) P (ia)- P, À (-ia) 
a ot a réel : 4 4: 3 ir Pi z aT 
2 j 2 2 


Propriété miroir > P (ia)= P, | (ia) et Pi. (ia)= P -ia 
—+iT ——iT it = 
2 2 2 2 
P, (ia)-P, (Cu) P, (ia)-P, (-ia) 
——iT —+HiT —+iT ——iT 
2 2 2 


> À = — 


2 2 
Posons z, =P, (~ia) Z; =P,. (ia) 
2 
sy ana A2 As A+ 
2 2 2 2 


= Re(z, — z,)— réel 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 503 


Et de plus elle est identique à l'expression précédente, en raison des relations de récurrence 
existante sur les fonctions associées de Legendre . En effet : 


= (z)= 0 - u)zP” (z)- V + u)Pi C) 
(~-a +1) (z)- (2v +12" ()+ (+ u)Pi CE) 
2 zP“(z)= ( CUT DPL) (v 5 AG 


(2v +1) 
2 JEF p (e) VOLW a+ DR) Ce + uy +u +P G) 
| (Cv +1) 
Pour p=0> FP) 0 Nae) Et) 


Appliquons cette formule pour les fonctions coniques de Mehler : 


v=- tir 2v+1=2iT +) {54e ) P, (x)=P (x) 
2 2 


P? (ix)-P? (ix)=-2ir D 
(z (ijan e) 2 k Er) 
SNIE Pi Me | a) z => 
TA 


P', (ia)-P, (-i 
__2rVI+a° nt ia) 


art) 2i 
4 


id Tanh(xr) P, (ix)+P, Cay P, (ia)-P', (ia) 
= -841 2 d T ann Tt =a A zorit =3tit 
> f(x)=-8V1+a l lee) ; > 
O P OP ED) pre (P, CoP, i) 
= [dy 2 


Et nous avons obtenu la même formule. 
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Cette dernière solution donne le profil suivant, lorsque l'on augmente successivement les bornes 
d'intégration entre [0,5], [0,10], [0,20], [0,30] et [0,40] 


On note que lorsque a tend vers 0, dans toutes les solutions données, l'intégrande s'annule. 
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1 xelo, a] T, h( ) P, (Gx)-P, | (à) 102: | 
T lan AIT Eu Eu FT =ar 
fœ@=;-1 ra ne ous 2 Í a > F l dy fO) a 
X| > a 


D'après la propriété miroir des fonctions de Legendre associés, les combinaisons impaires sont à 
u | u ; 
valeur réelle : dense se) 
S= = =Im P4 (ix) 
2i zti 

On peut calculer le développement à l'aide de l'intégrale indéfinie déjà utilisée 
P, (az)-P, (az) 

—+iT ——iT 

2 2 


e (a z)= l 
+it 2it 
P, ! CR: (iz) P, | Care (-iz) 
me T Tanh(xt) Fe (x) E Fo ix) p Pig ©) g am C iy) 
=4—1 2 | dr 2 2 dy — 2 
aS E Í Cosh(xr) 2i l r 2i 
0 x>a 
; : P a )— P a )+ P j P 1 
ä Pis Gy)-P, Le iy) 1 Sir (ia) Sir (ia) a ia) 7 ia) 
[ay = 
l 2i äi fr (Or. (i)-r, (0-8. ( o) 
D Dr 2° 2" 


Li (1 it {1 ir Si z" 1 it {lili iT 
4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 


P, (ia)+P, _(-ia) P, (ia)+P, (-ia) 
SE a z L 
i E i j | + 
FG)= far Tanh(rr) ue) d a) 2i 2i 
0 Cosh(xr) Dj ne 
(+42 G aa 
4 2j \4 à 
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Cette dernière expression est bien réelle puisque : 
P, @)-P: (Ci) P, (ia)+P, (ia) P, (ia)+P, (~ia) 
ir -iir PET gr Sr 
2i 2i 2i 
Propriété miroir — P, Ga) = P, = ia) et P, (ia)=P, me ia 
2 2 


P, (-ia)+P, (-ia) P, (-ia)+P, (-ia) 
İT SU M —iT 


2 


= À = 


2i 2i 
Posonsz =P _ (- ia) z= Pi: (- ia) 
—+iT ST 
2 2 
Z +Z RNA Re 


=> ÀA= A = Im(z, —z,)— réel 
2i 2i 2i 2i 


- p 506 


On peut simplifier encore cette expression en utilisant la fonction conique de Mehler d'ordre 1 : 


P, (ia)+P, (ia) P, (ia)+P, (ia) P, (ia)-P, (ia) P, (~ia)-P, (ia) 
i aE —iT Dore Dir 


+ 7 SE “ ui 2 
2i 2i 2i 2i 
2 
a A Fr (ia)+ P', ( 2) 
1 ——+iT ——+iT 
(zr) 2 2 
4 


P, (ix)-P, (i P hia} P (i 
f Sr Tanh(xr) Tu aa A 2 e a ia) 2/7 
FE far 2 l+a i 
, l+4r Cosh(xr) 2i 2 É m 
+ 
4 2 
a | (y) P, (-iy) P‘, (ia)+ P', (- ia) 
fa ——+iT —+iT 9 - 1 l4 a? D — +ir a | 
: a art) 2 f rf +) 
n 4 214 2 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 507 


Exemple_: développement intégral d'une fonction limite paire bornée sur tout l'intervalle 


Ici on donne sans démonstration l'intégrale définie qui conduit au développement en intégrale de 
Mehler de la fonction suivante : 


l +0 P, G)+ Paie iy) l = 2 
x)= Comme dy — 2 - P 0 
S) J1 x? l r 2 J+y? o aA ) 
P, (ix)+P, (ix) 2 
1 ‘©, TTanh(xr) tir ir 
7-97 | d 2 2 P 0 
a \1+ x? al g Cosh’ (zr) 2 ol ) 


Exemple : développement intégral d'une fonction limite paire bornée sur tout l'intervalle 


Ici on donne sans démonstration l'intégrale définie qui conduit au développement en intégrale de 
Mehler de la fonction suivante et de sa transformée inverse de Mehler-Fock : 


cTanh(xc) „ (0)x 


1 1 +o | Cosh?’ (ar) -4+ 
fœ) = =2m |dt; p ireto z ara 
Jte ta Jte ta A a ia )+ in ia) 1. @)+ tn ix) 
x —2 2 se = 2 
2 2 

Fa = ir (v)+ Re G iy) 1 m Pia (ia)+ Pi (- ia) 

dy — z 5 a 
l í 2 1+ y +a’ Cosh(xt) 2 A ) 


Des expressions alternatives peuvent être obtenues si l'on tien compte des formules : 


L . 2 
E 
Connie) ou z) 


+ 
4 


2 4 2 
l it l it): 
Coste) + H | 
Jr A OSAA 
>P, (0)= E soo 
Foie f ani z) 2x Vr 
LD Ja 


Remarque : le développement des premières intégrales sur l'argument x, sont en général de 
convergence très lente, numériquement il faut une borne supérieure d'intégration très grande pour 
obtenir une bonne approximation numérique. En revanche les intégrales sur l'index t sont en 
général très rapide et une borne supérieure d'intégration de 7-20 donne déjà de bon résultat 
d'approximation. 


Avec le changement a->ia, il vient : 
cTanh(xt) , (0)x 


1 +. | Cosh’ (at) -+ 

He 7 | p 

E TE ajd P, (a)+P, (Ca) P, &)+P, (Ci) 
2 2 2 2 
à 2 i 2 

a Pe IOE P e 5) Pao (OEP ea) 

Hit ——+i 1 mT Hit Hit 
fay P (0) 
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Exemple : développement intégral d'une fonction limite présentant une discontinuité infini 


Ici on donne sans démonstration l'intégrale définie qui conduit au développement en intégrale de 
Mehler de la fonction suivante : 


Tanh(e), ne a 
1 T Tanh mT UE zr 
rofe be < a x x 


=> f(x) = x [dr Cosh(xt) 2 


DE ° fP, (OP, (ira?) 
ET- su 


Dans un article de l'année 1992 uniquement publié en russe de l'auteur A.I.Moshinskii « Some 
singular integral equations that can be solved by means of integral transformations », plusieurs 
autres développement sont présentés : 


Jœ x [ar z Tanklar) p (a)x 2È | ris 
x’ +a? A Cosh(rr) -4*7 2i 
Fe xX lipe (ix) E Re ( ix) 
d 2 2 = 
m l our Di 2 a ) 
nt te Po AK 3 Pi =F a) 
TLlann amt EA TT Sa ——+i mT 
= d — 
> f(x) 5 x | A = <> l xa = > 
P (Gx)+P, (-ix) 
a 7 TT anh(xt) ir Hit 
= = drt}? ——— > P 2 2 
FR) = — pp a T be) y a)x : 
+00 P, (Gx)+P, | (-àx) 
a ——+iT ——+iT 
Jar x +a? : 2 i 5 iM 
Pia (Gx)+P, | (-ix) a P (ix)+P, (-ix) 
HOE 1 =7 | 7 t Tanh(xt) -aie EA 2h fax -zřiz ——+iT k 
1+ x’ A Cosh(rr) 2 A +x 2 2 
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; +0 P, | (Gx)-P, (- x) 
f(x) = Sin Aret) = : : far z Tanha v -+i Jr l ir )x 2 2 
(+x 2r) à 2 2 2i 
l 2 1 1 

Fa Sin(v ArcTan(x)) Pa) Lt ix) rfv beih 2 ie) 

< fax s - = -Cosh(xt) = i 
dl (+x) 2i 2" (T(v)) 
i P, (&)-P, ix 
X ——+ir —=+#it 
=1 Sin(v À = = 2 2 
rcTan(x)) => f(x) E far ranna +ie)r > ie) à 
v Sin(v TE 
+0 P, | (a= Pi | (-àx) 

rer is) x res x --r [des Tanh{xt) -5*4 2 ir 

2 2 Cosh(rr) 1+x 5 Cosh(rr) 2i 

| (Gx)+P, ( ix) 
f(x) = er Arad- = : pfa TTanh(xr) r(v-4+ vs v T + 2° 
(+x 2T) 2 
; ; 1 1 

1e Cos(v ArcTan(x)) oh R a) rfv A rfv 2 ie) 

< Í dx a = Cosh(xr) = 
à (+x) 2 2T) 
1 1 ve 1 1 P, A Pr a ) 
v=l1 Cortana O farz Tanne 3+1 rie x 2 > 2 
P ix)+ P = 

L 5 1., T Tanh(xt) rs nl a 
IT| —+it I it |= > f(x) = "le TT 

2 2 Cosh(xr) Cosh(xt) 2 

=P ja) P =P —i 
ax t Tanh( (art) 3 it 3 it ao a a M l i) 
f@= ; far r| -+> r - - 
(xka +] Cosh(zr) (4 2/J(4 2 2i 2i 
g P, (@&)-P, (Cix) P, (ia)-P, (ia) 
ax =ne agar 1 3 iT 3 İT =gmt Eu 
fax - = f + I ) 
à (+x? +a} 2i Jr (4 2J\4 2 2i 


P, { —ia) 
Eee U P: zi z) tir Hi ; 


Poen ee Log Ir +a? -x -42 } far Cosh(at) \4 2 4 2 2 
1+x°+a z VI+ x? +47 +x Pie (x) Pi, (x) 
2 


P ix)— P -i P ] 
i 1 1+ x? + a — X tir (x) eR ix) 2/2 | 1 z) ( 1 z) = Hir ae 
dx jol? sarf F 
Vl+x°’ +a’ +x 
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tP, (5) 


+00 Pi : | å P, 
f&)=2 far T Tanh(xt) =ni -5tir fafi r) Hire tir 
9 0 


(Gx)+P, (- ix) 


Cosh(xr) 2 2 


Pour le calcul des intégrales, on utilise la formule de l'intégrale indéfinie suivante : 
[ar x (x)= = {Cv —1)P.,(x)-22v +1)P (x 2v +3)P.,(x)}+ x(2v +3X2v -1XP..(x)-P.(x) 
í (2v + 3)(2v +1)(2v —1) 


0 0 
rev CE) pr a)-e (De VER (D 
vV 


+ v(v+1 
Or 
h-ep y DE EI DE To IRL 9 


= (av —1)r",(x)-20v + De (x) + (v aa (1 pe = 00 +10 +3) 


(v — 1V(v + 1v + 2) 


< 


La) Gr v- 2} (x) 
(v—1}v(v +v +2) 
Al (1-42 >? (ax)+ (v -1v +2)axV1- a°x° P! (ax) 
> | deR (a) = D 002) 


Il vient pour l'intégrale définie avec les fonctions coniques de Mehler, un résultat remarquablement 
simple : 


=> fax xP (x) 


P? (ia)+ P? (- ia) 
2 1l,, he 
P, (+P, (ix) ne 2 2 


fa tir tie Are (+47 f4+9r°) 2 16 eT 
a 2 ob P', (ia)-P', (-ia) (+4 ]4+9r) 2 


1%; Le. 
——+iT ——+iT 
2 


PR Gx)+P, (-ix) I 3 P', i (ia)- P', , (-ia) 
Comme Í dx 3 IT 5 IT 2 4 l+a 5 IT 5 IT 
0 


a = ie =_+ir N 16 16(1 2) Pis 
f afi =) 2 2 P? ms 2 
a 


2 -drm ro) 0 ra ar) 2 
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D'autre part il convient de remarquer que : 


Vr(1+4r° 4+9?) 


32 2 
-srlr eror) P (0)= 
tir erf? (i) (+4r 4+9?) x a7 

4 2/(\4 2 


Soit pour la représentation intégrale de la fonction : 


eipig 
a 


+00 


f(x)= 


0 jx|> a 


32{1+a°)  -;## 


2ar(7 arg 7 z) all +41” f4 +91?) 


Vr 
4 2 4 2 
Pi, Gx)+P; a) 


Illustrons par le graphe comparatif de la fonction et de sa représentation intégrale lorsque la limite 
d'intégration est fixée à t=20, ce qui correspond déjà à une très bonne convergence vers la 
fonction étudié. 


v 


(e2(1+a?)) 


P2, (akP2, (a) 
ur -isir 


(t tanh{r r)} 


zar(i-H)r(1 i j 


(2 2 
2(1+4 r2)(8+4 r2))2 


“|[P0, &xkP0, (4x) 
HT -iar 


— Nintegrate] 


— "ixi >a, 0, t[x>0, 1-8, 1+2]] 


cosh{r r)2 


, {r, 0, rmax)] 
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Exemple : développement intégral d'une fonction limite quadratique à support bornée : 


X wY 
lee x] < a 1-— |x|<a 
f(x)= a ou f(x) = a 
0 x > a 0 


x] > a 
©, TTanh(xt) P, pE) Pa x), 2 Pi, @)+P:, Ci) 

=2|d 2 = dy| 1 = 
Fe l É Cosh(rt) 2 l 1 >] 2 
ou 

S 2fa TTanh(xt) m T i) fa h r) PE iy) 
J= 5 i Cosh(rt) 2 A ” a 2 
On utilise les relations de récurrence suivantes (dont une partie ont été déduites à l'aide de 
Mathematica) : 

xP” (x)= ( -ZH +1) r +e + u)P* (x) 


(2v +1) 
Vi- x PH (x)= (v -u + 1)P (x)- (v +1+ u)xP" (x) 


T pir (y) VOUW -u + DRAC) 6 + uy +1+ uP C) 


=> V1-x 
2v +] 
Ji-x2 P (x) z v(v ” 1) Pi GE (x) 
| Fe "08-610 +2)81 0) 
x 2v +1 
J- 3(x) = (v Fe iXv i 216: (x)- (v + 2Xv + 3)P?, (x) 
ý 2v +1 
JA- x l (x) z v(v + 1) pi bee (x) 
sdei- vava e E as ao w G) D -1)Pi (x) 
( -x° PP? (x) T (2 


v —3X2v —1X2v +1X2v +3)(2v +5) 


v+l 


L'application des récurrences précédentes sur l'expression de l'intégrale indéfinie obtenue à l'aide 


de Mathematica, donne la formule finale : 


+3(2v +3)2v -3)P°,(x)-(2v -12v -3) 


(v -2v 1} (+1) +2Yv +3) [e +3YX2v +5)P°,(x)-3(2v + 5)2v —1)P°, (x)+ 


0 


v+3 


(x) 


2(1- x? F P (x)= 2x1- x v -2v +3)P2(x)+ (0 2Xv -1v +2Xv +3}? V1- x° P(x) 


= [dx x°P (x)= (=2Xv -1x +1) +2)v +3) 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 513 


Il vient également pour l'intégrale définie avec les fonctions coniques de Mehler, un résultat « assez 
simple » : 


3 P? f P? a 
128(1 + a° 2 Ta GA A 
(+4 ]4+9r f25+4r°) z; 
P ; P — À. pP? ; P? + 
fax ii he = 32aļ1+a?) LaVe EM ia) 
0 2 (+4 ]4+97°) 2 


4a° V1+ a° r (a)- Pa (ia) 


(1+4r°) 2i 


P? l (ia)- P? | (- ia) 
P, (Gx)+P, (- ix) 4i +a? E nor 


Í a 3 2 7 = 32(1+a°) 25 +4r° 2i + 
a 


2 a(l+4r]4+9r)) PA (a)+ PA (-ia) 
2 2 


32 5 128(1+ a Pi Ga)- P^ ( ia) 
= P 0 3 : 
af1+4r° f4+9r°) A after ar Ja +97" [25 +4.) Di 
3 P? ia )— P? E 
E Ja R 128(1 + a? 5 ue) si ia) 
aar 7 anea z) a’ (1+4 f4 +97? 25+4r°) 2i 


Soit pour la représentation intégrale des deux fonctions quadratiques suivantes : 


Wita? EE e 
: T Tanh(xt) 25+4r° 2; 
e x] < a GA(1+ 4°)? (1+ 47° (4 +9r° JCosh(rr) P? (ia)+P (-ia) 
fG)= a en ge + [ar he st -3+7 
0 |xl >a í 0 2 
P 1. @x)+P; | (- ix) 
xX 
L 2 
t Tanh(xr) ? ue (x)+ a Ca) | 
Cosh(xr) 2 


+) bj<al + vz 2561+ a?) 
ma a = far af DE T EA 
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x} 
Le graphe de la représentation intégrale de la fonction f(x)= | E. |x|<a se présente 
0 x>a 


comme suit : 


{se(ne2)2)|P8, GaP, (42 
LES 2 qe | o 0 | 
tan) — + É— S |e {i x}+P' (4x) 
RS) Pea [ur -g 
— Nintegratel , {t, 0, Tmax 
g 
cosh{rr r)2 


== fixi > a, 0, t[x>0, (1-7. (+ 2f] 


2 
Le graphe de la représentation intégrale de la fonction f(x)= Es xl <a se présente comme 
0 x > a 


suit : 
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Exemple : développement intégral d'une fonction limite cubique à support bornée : 


Par la combinaison des relations de récurrence, de la formule de récurrence sur les intégrales 
indéfinies sur les fonctions de Legendre : 


A pa (x)= VLW -u + REG) 6 tuy +1+ 4 )R A (x) 


2v +1 
[ax P°(a x)= 1 P (a x)- Plax) 
> Q 2v +1 
[ax x? P (a x)= 1 fx P „(a Doe e P (ax)-P (a da} 
a 2v +1 Re 


2 
( Ta Ja p' ( ) Jr(1+4r°) 


he 0) 3 it 3 it Li 2 5 it S it 
2 TZ r| = + 2 81 | —— T| —+ 
Le e Pe 


Bat s Vrlltár? a+r?) p Jahi + 4r? (4+9? {25 +4r°) 


a of; 0 A 
>v>-Ż+ir a —i jar EEE CI) 
0 


(0)= 


-lir 5 1 j she ; ; 
5 e2- 53) > siar( 2-2 r35) 
4 2 4 2 4 2 4 2 
5 (o)- zlar Na+ 9r? Nes + ar?) à (o)- VZ+? Ka 97° f25+ ar? ]81+4r°) 
li F À j hs = j j 
-5i 4096r Il it r 11 iT 5 327687 13 it r 13 ir 
4 2 4 2 4 2 4 2 


On arrive à calculer à l'aide de Mathematica, les intégrales définies des fonctions puissances 
entières à support bornée, par exemple : 


Jr da . 
a sP, Gx)+P: Ci) sarf 7 hz) serfi fE) 
fafi =) one SE _3 4 2 4 2 4 2 4 > 
Í à P? (ia)+Pt4 (- 
512(1+a°) star ii ia) 


Tara faror 25 + 47° ]49 + 47°) 2 
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Soit pour la représentation intégrale de la fonction cubique suivante : 


[ P, (ix)+P, (-i 
t Tanh(ar) iT ni ui 
Cosh(xr) 2 

HY : Jz Jz 
1 |x|<a PER LS 
f(x)=4 a =3{dr za? TE TE ef 
0 x>a | 4 2j \4 2 4 2j\4 2 
n 1024{1+ a°} Pi. Ga)+ Pi, Cia) 
| ( elar 4+or 25+4r [40 + 47°) 2 


pl 


3 
Le graphe de la représentation intégrale de la fonction f(x)= L x) |x|<a se présente 


(0) |x| >a 


comme suit : 


st2(1+a2f Fi Hurt, ta) 
ur -tar 
2 2 


{rtanh{r 1) . + P% xP (4x) 
aari- (E) aat r( Hri) a (1t r?) (ou 1?) (esea 2) (as 2) ur ur 


472 2 


— 3 Nintegrate| 


— 1x1 >a, 0, 1[x>0, (1-47. (y) 


{r, 0, rmax)] 
cosh{r r)2 
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Exemple : développement intégral d'une fonction limite quartique à support bornée : 


On arrive à calculer à l'aide de Mathematica, les intégrales définies des fonctions puissances 
entières à support bornée, comme pour une fonction quartique : 


Jr 3/7 - 
| Pop. Ce) ar( (es) zar T (ti) 
fafi z) =ar cu _ 4 2 4 2 4 > à > 
a 2 5 a) P3 Ta 
i 24576(1+ a? È Poata Pl ia) 
— 
a'(l+ 4r 4+9 254 47° 49+ 4r Îs1+4r°) 2i 
Soit pour la représentation intégrale de la fonction quartique suivante : 
| P, (ix)+P, Gi 
t Tanh(xr) AE aa a 
xX xX 
Cosh(xr) 2 
(1-A) heal; ne T 
HO = far af A orf” J 
0 x>a ILE 4 2 4 2 4 2 4 2 
5 D 5 
3x2“(1+a F PRE 


i tarar aor 25+ 47° 49+ 47° 81+) 2i 
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pl 


4 
Le graphe de la représentation intégrale de la fonction f(x)= h- 3 |x|<a se présente 


0 |{>a 


comme suit : 


245768 [1+a2)™2 |P5, (43PS, (ta) 
( F | -str -istr 


24 m 34 "n 0 
CODE | ————— L -1a 2 ————— ——— Sr (xP? (1x) 
7 Er) [7 Er 11 Frygii iry A4 2 #4t dt 
af (2) ultra (1+4 r?) (9+4 1?) (25+4 1?) (49+4 r2)(81+4 r2) 7" 5 


— NIntegrate[ 


— if[ix1 >a, 0, [x > 0, (-+y. (r+<)] 


E ,{7, 0, rmax)] 
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Représentations intégrales de fonctions impaires, de puissances successives 
Toujours à partir de Mathematica, j'ai établi les représentations intégrales de ces fonctions : 


La fonction linéaire impaire : 
L xefa] à) xe[-a.0] 
a a 


0 x > a 


fG)= 


sa représentation intégrale 


P ix)— P —i P’ a)-P? (— 
f d fl) -iir (x) -isir ( ix) _ Ja 16(1 +a’ ) Hit (ia) -isir ( ia) 
J 2i ME y) a+4r°f4+97°) 2i 
4 2 4 2 
[ P -P, (- 
T Tanh(xr) š Hit (@) He l a) X 
Cosh(xt) 2i 
f(x)= [dr P a-p L 
| z Ja 32(1+ a?) tir (ia) À ia) 
r( ef) all+ 4r” {4+9r°) 2i 
4 2 4 2 
Les graphes comparés 
m {22(1+22)) P2 ue, 0) i , ; 

dpi DATE nc] (ar jee Ajen er si ts “his 

"a — Nintegrate] PRE ,{1, 0, man) 


= [ixi >a, 0, "[x>0. (1-7. -(1+=7]] 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 520 


La fonction quadratique impaire : 


f()= ~ real (42) xe[-a0] 


0 x>a 


sa représentation intégrale 


Vr re i 
à PB. GP: Co) ME DÉS mE a 
[ax f(x) ——+H+iT ——+iT Z 4 2 4 2 4 2 4 2 
2i ns 
0 2 2 P (a)+ P? ( ia) 
128(1+ a 2 -3*it -itir 
ETE E 2 
; ES E 
t Tanh(zt) 1,6) 1. a) 
Cosh(rr) 2i 
+00 x Ja P 
fG)= [ar TE e f a a 
3 
256(1+ a° }? 
a°(1+4r°f4+9r°f25+4r) 


Les graphes comparés 


LE Vr 


{r tanh{7e r) 


(258 (1+a2)™2) [3 


1. GaP, a) 
-zr -54r 
| -z 3 


208 iny in 45 ins iy 
2 i-z) iaz) 2) 2) 


(a2 (1+4 1?) (3+4 72)(2544 r2))2 


|P’; g x}-P0, (4x) 
-zr -54r 
2 } 


Nintegrate| 


— ifix >a, 0, H[x> 0. M-F- -(1+:}] 


cosh{x r}(25) 


"LT zman) 
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La fonction cubique impaire : 


(5) real 42) zeka 


0 x] > a 


sa représentation intégrale 


4 4 
R 2x 768(1+ 4°) Ly d 
a (1+ 4r f4+9r°f25+ 47° 49+ 4r?) zj 
_ ee 
t Tanh(xr) M m ix) 


E x 


Cosh(xt) 2i 


0 fe pa e EE 
Pt ia)— Pt a 
à 4x768(1+ a° Ý Ga) no ia) 
| lafi+arf4+9r7/25 +4r° {49+ 47°) 7; 


Les graphes comparés 


(a-7e8(1a2 P) |P GaP aal 
av -zĦt HT 
avr 
{rtanh{x r}) 


fr \ [po o, sal 
7248 in 11 6 ir 6 teen be feu jen [PO EP 60 
22 Aiza) 1-2)0(4+2) “oh | giid THEA -2 277 | 


Nintegrate[ 


— t[ixı >a, 0, [x> 0, (1-7. -(1+:}] 


, {r, 0, rmax | 


cosh{r r) (20) 
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La fonction quartique impaire : 


0 x>a 


(2) velai 


sa représentation intégrale 


317 S = 
a P, (&)-P, (ix) UE (+) 2r( ete) UE ess 
[ax f(x) 2 i 2 2 4 2 4 2 4 2 4 2 À A 
0 2i 5 PS (ia)+ P5, (-ia) 
+ 24576(1+ a? 2 =e = it 
a(l + 4r 4+9 f25+ 4r 49+ 47° 81+ 4r) 2 

_ neo 

T Tanh(xt) : -isir (x) ix) : 

Cosh(xt) 2i 


i 3/7 Ja 


3/7 


Fl)= far ar? iT 
4 2 


eh 


iT 24T 13 Er Bi) 
2 4 2 4 2 


P (ia) j Pi 3 ia) 
2 2 


Les graphes comparés 


s 
UE 


| (alra ator 25 + 47° [404 47° 81+ 47°) 2 


ENEJ Vr 
{r tanh{x r)} 


(er(e2f)les, GaP, ta) | 
-54r -j#r 


pi 


( -3 ] 
a 2-2) (3-2) 28-28.) (ef (1+4 72) {844 1?) (25+4 12) {4544 r2){81+4 r2))2 


[e Gx (x 
-54r tr |] 


N Integrate| 


— t[ixı >a, 0, > 0.(t-<f.-(1+2f]] 


47,0, rmax)] 


cosh{x r)(25) 
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Applications de la transformée intégrale modifiée de Mehler-Fock à des problèmes aux limites sur 
des hyperboloïdes à une nappe 


Exemple _: problème aux limites sur l'hyperboloïde avec une fonction limite en créneau 


D'après la formule d'intégration d'une fonction paire : 


y T, h( na : (ix)+P , (ix), Pi (y)+P, (-iy) 
TIannmrT) -77 73 TE =g 
OEE Cosh(rr) 2 Jé fc 2 
+00 T, n( ) Pa (Gx)+P, (à) +00 P, Gy)+P, (i) 
T LAnA\IT To one B PAi Eu 


Sachant que le développement intégral s'écrit : 


| | PF; ja z 1 . . 

1 X|< 4 t Tanh (zr) 1 ——+iT ——+iT ——+iT ——+iT 
= = = —$V dr 2 2 2 2 
Aae L x > a gral Í Cosh(art) 1+4r° 2i 2 


-P (-i P, (0)P', (a)-P', (-i 
4 a? + Fa E) ia a a) t Tanh( (zr) 1,0) 1, Éd) ni ia) 


i => f(0)=-8Va° +1 |d 2 2 
1+4r° 2i fO) É Í k Cosh(at) 1+4r° 2i 


La solution du problème de Dirichlet est à rechercher sous la e ; 


r Tanlar) pq, Pis (iSinh(n))+ am (-isinh(n)) Ti (Cos(3)) 


Cosh(rt) 2 P, (Cos(3,)) 


——+iT 
2 


0 


2i 
Pip a)= -edat far E p, es 


(l+ 4r 2Cosh(xr ”., GSinh(n))+ Pa (- iSinh(n)) Ps, (Cos(3)) 


2 P. (Cos(9,)) 


Le cas limite D= TT/2 donne le profil sur l'axe z (soit Ü=0) : 
1 à z (ia)- P, 4 ( ia) 1 li. (iSinh(n)) 1 Lis ( iSinh(n)) 
Pu Se Sni 


T(n,0)=-8Va° +1 [ar t Tanh(xc) em 
0 


(1+ 4° Cosh(xr)P , (0) 2i 2 
z" 


Là encore prenons la valeur de la solution pour z=0 (soit n=0) : 


PE (ia)- P', | (- ia) 
T(0,0)=-8 TERE if I TTanh(xr) > de 


(+ 4T 2 )Cosh( (rt) 2i 
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Traçons le profil en coordonnées cartésienne, en supposant le disque limite de rayon c=a,,, et le le 
cercle maximal de rayon a=amax Les formules de correspondance sont les suivantes : 
z = cSinh(n)Cos(0)= axe z > 0 =0 > z=cSinh(n) 


> Sinh(n)= << 
c a 


min 


Cercle ana © Ama = cCosh(l,)=> Cosh(a)= mx q= Sinh(l, )= 


min min 


Le profil en z est donc le suivant : 


r P P, i j l, 
g se T ranh(nr à - IG + z ) 2 d min A nin 
a . 
T = max d Di 
C) NT dyin l i 1+4r° )\Cosh(at 
0 A z 
e, (aJe [E 
zi d min Er d min 


Cela donne par exemple les profils successifs avec des valeurs différentes des rayons (les deux 
paramètres) : 


— Heat(z, 2, 3, 20) 
— Heat(z, 2, 4, 20) 
— Heat(z, 2, 5, 20) 
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Lorsque le rayon minimum tend vers zéro alors la solution tend bien vers le profil connue : 
|z| 


T(z)=1- 


— Heat(z, 0.2, 3, 10) 
Izi 


— 1- 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 526 


Exemple_: problème d'électrostatique, soit une charge placée en x=y=z=0, induisant des charges 
sur un hyperboloïde parfaitement conducteur placée au potentiel nul. 


Le potentiel crée par une charge placée à l'origine est le suivant : 
x=cCosh(n) Sin(9)Cos(o) 


T, 

T (n,9)= 2 & 4 y = c Cosh(n) Sin(9)Sin(o) 

q 2 2 2 
MECS ME z = cSinh(n) Cos(9) 

T, (n,9)= To z T 

PAU ES 2 2 , 2 2 @:..12 2 = 2 9 . L2 2 
Je Cosh? (n) Sin? (9)+ €? Sinh? (N) Cos? (9) cy Cosh? (n) Sin? (9) + Sinh? (n) Cos? (9) 

T, T, 
T. (n 9 0 0 


a= cfSinh? (n) + Sin? (9) | c|Cosh? (n) - Cos? (9) 


La solution du problème se décompose sous la forme .T(n,9)= T (n,9)-T.( 3) Ts étant solution 
du problème aux limites de Dirichlet : 
T, 
T(n,9)=T,(n,9)-T.(7,9,)=0= T.(n,9)=T, (7,9% )= — 
c/Cosh?(n)- Cos? (%) 
Il convient donc de rechercher le développement intégral de la fonction : 
T T, 
f(n)= 2 2 2: à 2 2 2 
c |Cosh? (n) - Cos? (9%) cy Sinh?) + Sin? (9) 
D'après la formule d'intégration d'une fonction paire : 


+ Tankl nas P, (Gy)+P, (iy) 
T lan AT Tor pu Taie ELi 
J2 l ET z l dy f) à 
Fo T n( ) P, lix)+P (-ix) P, | Gy)+P, (iy) 
T LANnN\IT Hit —+HiT La Je 
> f(x) =2 l Haa A 5 F(c)= l dy fY) > 
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Il vient selon une formule de transformée de Mehler-Fock précédemment donnée: 


T. T 1 AM (iv) k Pio G iy) 
F (t) = | dy 2 : 
Co Sink? M) + Sin? (9) 2 


Or l — l = 
[Sinh m) + Sin? (9) Sinh? (n) +1- Cos? (9,) 


_„GSinh(n))+ 


P, (-iSinh(n)) 
2 IT 


: a 
-a fae me. fP, (cata er, (Costa) © 
0 2 cu 


mP, (0) Riis (Cosl%)) +P (- Cos(9%)) 


T ——+iT T T 
F = "0 2 
Mi c Cosh(xr) 2 


La solution intermédiaire devient alors : 


z Tana à “ie (GSinh(n ))+ Fu (- iSinh(n ) P, | (Cos(9)) 
P 


T(,9)=-2|d 
«(7,8) l i Cosh(xr) 


0 


P, ofz, (coslo, )+ P, (-Cos(s . 
—+iT EH E 


Pi. (iSinh(n))+ G she ) P EE 
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La solution complète s'écrit donc : 


T(n,9 


To 


De plus 


t Tanh(xt) 


Cosh’ (rrt) -3+7 


a CA Sinh? (n) + Sin? (9) 


1 


2 


+00 


— = =x |dTt 
\JSin M+ Sin? (D v 


voir formule précédemment donnée 


=> T(n,9)= 


+00 


> T(n,9)= 


= T(n,9)= 


+00 
2y [dr 
(a 0 


t Tanh(xt) 
Cosh’ (xt 


t Tanh(xt) 
Cosh’ (zr) 


x 


t Tanh(xt) 
Cosh’ (at 


P, (iSinhm)+P, (-iSinh)) 
Eu Sie 


x 


2 


P, ofr, | 
cour Ne 


P, (iSinh(n))+P, (-iSinh(n)) 
DU Nr 


) 


Pre ofr. | 
Tr FT 


2 


TOR Cos(3,) )> 


T. 
-a fdr} P, (iSinhm)+P, (iSinhm)) P, (Cos(9) 
0 ie Eu Eu tir 


Es 


8 


drt 


T 


o Er 


o —— 


+00 


x [dr 
0 


o Ee 


——+iT 
2 


j Po of 1 „(Cos(9))+P, (- Cos(9)) x 
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Maintenant nous allons donner sans démonstration des résultats de développements et de 
transformations intégrales qui s'adapte à des problèmes aux limites de Dirichlet, Neumann et 
Robin sur l'hyperboloïde à une nappe dans la dimension radiale, les conditions aux limites restent 
de Dirichlet sur la surface de l'hyperboloïde. Ces résultats proviennent d'un article en russe de 1989 
du même auteur A.I.Moshinskii, « Some expansions of arbitrary functions in integrals with respect 
to spherical functions ». On illustre par la figure suivante, le type d'objet géométrique sur lequel 
porte le problème aux limites : 


Il s'agit d'un hyperboloïde à une nappe tronqué à sa base. Le fond n'est plat que lorsque la 
troncature est réalisée pour n=0 (un demi hyperboloïde à une nappe). 
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Transformation intégrale modifiée de Mehler-Fock, pour le problème aux limites de Dirichlet sur [y, 


+20] homogène en x=y 


Toute fonction f(x), x€[y,+°°] peut se représenter sous la forme d'une double intégrale sur tout 
point sans discontinuité de valeurs : 


Définissons G(v,x,y)= dr 1 P, (-ÿ)-P, Gix)P, o) => Gv, xy), =0 
arr eo ni z 


->+vV 
2 


pA P, Er, a, 6) 


AU DL (zr) Gliz, x, y) 


re Piai, 60,6): 


1 de f(6)Glit,c, y) 


Sous les conditions suivantes ae fonctions f(n) : 
- la fonction f(x) doit être continue par morceau, et bornée dans chaque sous-intervalle [x1,x2] de 
l'intervalle [-c,+c] 


- l'intégrale suivante doit être définie : f dx| f< POE Log(x) : 
quelque soit la valeur a > 0 pris dans l'intervalle d'intégration. 


On peut transformer le noyau sachant que : (voir propriétés des fonctions coniques de Mehler ) 


26 TE FR, (Gx)- P(ix)= 0. ED = iene -iz(v- 3)p KO) 
De plus Piy (= N RE (Gx)+ Fu SD) 


Q, (-ix})=ie “Q, (x) 
For SE 
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Il vient alors pour le noyau : 


crane, P, Cor, Car, 6) 
= G(v,x,y)= y alep D (ix)Q i (y)-Q i (ix)P o) 


atez) P, GP, eer Cp, o) 


——+iT ——+iT ——+iT ——+iT 
2 2 2 2 


ER Ep, ao, 0-0, P, 0) 


T 


Posons Has), Gx)o , (Gy)-Q , Gx)P, , o) 


——+iT ——+iT ——+iT ——+iT 
2 2 2 2 


= t Sinh(xt) H(ir,x, y) 


Cosh(xr) iQ 1. (y)o 1. 


f= [ar — fds FOH(Gr,6, >) 
; Gy) 
Démontrons que cette expression est réelle, dont ici nous devons considérer les fonctions de 
Legendre comme étant de type 3 puisque les arguments sont imaginaire et bien en dehors de la 
coupure [-,+1]. Nous avons : 
ces ne Àr,, GP, Eo), CP, 6) 
2 2 2 2 


iT 


C E O EEE) 
2 2 2 2 


AOC) 
2 2 2 2 
Or Pi- (ix)=P, | (x) = cs. | (Gx)P, | (-i)-P, | (-ix)P, : o) 
2 iT E a oct To Fans 


=> Gr, x, y)= G(r,x,y)= G(r,x,y)eR 


De plus pour la fonction de Legendre de deuxième espèce de type 3, sur C-[-,+1], on a : 
o, (a) RCE) 
2 IT e 


: T 
-5+it 7 2Cosh(rt) 


ORNE. CAS) oi 


oO, (-ù) ie” Le ix)+ P ie, (o) 


=3+it _ 2Cosh 


it 


= cts) { P, P, Cor, CP, 6) 
2 2 2 2 


SOC E acelea 
T 


P, 2, 6-01, 0) 


ir it, 


Remarque : Il s'avère la valeur du noyau G tel que définit ne dépend en définitive pas du type 2 ou 
3 de la fonction de Legendre de deuxième espèce. La valeur est identique. 
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Et l'expression au dénominateur est également réelle : 


Qi (ix), (ix) = Qi (x) (ix) = EUR (- no. (- ix) 


Comme Q, (-ix)=ie “Q, (ix) et Q, (-ix)=ie"Q, (ix) 
——+iT ——+iT ———iT ———iT 
2 2 2 2 


Qi Go i (ix)= ie tie Qi (- ix)O i (ix)= On (- x)Q i (x) 
=> Q: Gx)o (ix) EiR 


iQ, (x)2, (ix)eR 


L'application de ce développement intégral à la solution du problème aux limites, conduit au 
résultat suivant : 


T(n,9),, =f)  T(n,9),, =0 


n=l; 


Her, Sinh(n), Sinh, ))= de, GSinn(n)o ı (Sinal, )-0 ı (iSinh(n))P , (Sinal, )! 
F(c)- [ds SOH(GT,c, y) 


t Sinh(rt) Hir, Sinh(n), Sinh(, ) 
g o Cosh(art) iQ i (iSinh(l, Je, (iSinn(s, ) Pi (Cos(9,)) 
2 2 2 
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Transformation intégrale modifiée de Mehler-Fock, pour le problème aux limites de Neumann sur 
[V,+c] homogène en x=y, et de Dirichlet sur la surface de l'hyperboloïde à une nappe 


Toute fonction f(x), x€[y,+] peut se représenter sous la forme d'une double intégrale sur tout 
point sans discontinuité de valeurs : 
Te ; SR | i ; ; dH (v,x, y) 
Définissons  H(v,x,y)=iP, (ix)O', bP, Q, (x)= à 
——+v = y SS y ——+v X 
2 2 2 a 


=0 


x=y 


——+iT it ——+iT ——+iT 
2 2 2 


sr) Àr, 6, 6-7, 62,08) 


t Sinh(xr) Hit, x, y) 
Cosh’ (xt) iQ. (i)a 


fn)= [ar Gil [ de FO)H(T,6, y) 


Sous les conditions suivantes des P fln): 
- la fonction f(x) doit être continue par morceau, et bornée dans chaque sous-intervalle [x1,x2] de 
l'intervalle [-2°,+°20] 


A ; P fon R 1 
- l'intégrale suivante doit être définie : falre) 2 Log(x): 
quelque soit la valeur a > 0 pris dans l'intervalle d'intégration. 


L'application de ce développement intégral à la solution du problème aux limites, conduit au 
résultat suivant : 
T( TR = f(n) 


OT(n.9) 
ôn 


=0 


n=l 


H(it, Sinh(n), Sinh(1, ))= i GS)", (Sinal, ))-Q ı (Sinh) P" ı  (iSinali, )! 


= [ds FHlit,ç, y) 


OF t Sinh(xt) H(iz, Pa ) tir 
i de 1 Cosh*(xr) iQ": | (iSinhll )e" 1. (Sinal G) OE Cats) 
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L'expression du noyau est bien réelle car elle représente la dérivée première par rapport à y du 


noyau : vraie, (d, (w)-Q 6,6) Il reste à démontrer que 
2 


——+iT ——+iT = 
2 2 2 


l'expression iQ" i Gy)o" i, (iy)est elle-même bien réelle. 
2 2 


Reprenons l'expression suivante : 


Alx, y) T iQ i (ix)Q (iy) 


iT 


Alx, y) = mr G)9 i (i) = -iQ i à (- ix)O i (- iy) 
Comme Q, (—ix)= ie TO: (ix) et Qi (-iy)= iQ (iy) 


Ax, y)= -ieie , (no, G)=i0, 
2 2 2 


Ci) :. (Gy)= A,x) 


1. O?A(x,y) 6’A(y,x)  G?A(x, y) Aly, x) 

A =Á = = 

AR C DE Ox0y Ox0y Fe Ox0y Ox0y se 

Il vient donc pour x=y : 

DAC) es Das AO AGE)" PAGE), 0h. Ave, à 
— M T EX, EL ea, na n (x)o e (ix) 


>iQ', (ix)@', (ix)eR 
Die D ie 


L'expression est donc bien réelle. 
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Transformation intégrale modifiée de Mehler-Fock, pour le problème aux limites de Robin sur 


[0,+c] homogène en x=0, et de Dirichlet sur la surface de l'hyperboloïde à une nappe 


Toute fonction f(x), x€[y,+°°] peut se représenter sous la forme d'une double intégrale sur tout 
point sans discontinuité de valeurs : 


Sous les conditions suivantes des fonctions f(n) : 
- la fonction f(x) doit être continue par morceau, et bornée dans chaque sous-intervalle [x1,x2] de 
l'intervalle [-c,+c] 


PT ; DA se 1 
- l'intégrale suivante doit être définie : falf) 2 Log(x): 
quelque soit la valeur a > 0 pris dans l'intervalle d'intégration. 


Si les conditions aux limites se présentent sous la forme : 
dF 
a dF(v,x) — BF(v,x). =0> h= p 


— h>0>ßp>0 a20 
dx rs a 


_,T,, TTanh(rr) F(ir, x) 
f) aa Cosh(xr) | ; 


fde FOF(r,5) 
2 0 i 
2) 
T 


P, ()-P, Ca) 
e F(it,x)= F = 
B=1 t Tanh(xt) 
Cosh(xr) 


fm)=2far Flit, x) [ds f(O)F(ir,6) 


Et l'on retrouve dans le cas a=0, 6=1, le développement intégral du problème de Dirichlet pour une 
fonction limite impaire. 


On remarque que par construction le noyau est bien une expression réelle. 
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Il est également à remarquer que pour la transformation de Mehler-Fock modifiée liée au 

problème aux limites sur l'hyperboloïde à une nappe, si la fonction limite est paire en x (x=Sinh(n)) 

et continue et dérivable en tout support bornée contenant l'origine alors sa dérivée première sur 

l'argument x est une fonction impaire, qui doit s'annuler en x=0. En d'autre terme le noyau de la 

représentation intégrale d'une fonction paire, soit : 

P 1. @x)+P 1 Ci) 
2 


HG 2 dF(v,x) 


2 dx (is, 
Ce qui signifie que la représentation intégral du problème de Dirichlet pour une fonction limite 
paire est apte à résoudre des problèmes sur le demi-hyperboloïde à une nappe avec une condition 
de Neumann homogène à la base. 


Cela correspond exactement au cas a=1, 6=0 appliqué à la formule précédente et l'on retrouve 
bien le développement intégral du problème de Dirichlet pour une fonction limite paire. 


F(it,x)= 


t Tanh(xt) 


INER Jd: Cosh(xr) 


Firx) [ds VOF Grs) 


L'application de ce développement intégral à la solution du problème aux limites, conduit au 
résultat suivant : 


Toas) TD praa] z0 Fe faronte) 
Po. (n  (iSinh(ņ)) P, (iSinh(n))+ P,  (-iSinh(n)) 
H(ir,Sinh(n))= pP, (0)— sA aP', (0)— = 
| (Cos(9 
T(n,9)= 2far t Tanh(xt) H(it,Sinh(n), Sinh(1, ) Fl) ut a) 
Cosh(rt) À ? a P, (Cos(s,)) 
a’lP' i 0) PEIR. (0) +7. a Fi 
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Quelques propriétés des fonctions coniques de Mehler 


Dans la suite de l'exposé, on ne fait pas de distinguo de notation entre les fonctions lorsqu'elles 
sont définis entre [-1,+1], [1,+c°] ou bien [-i c,+i °°] (argument purement imaginaire), comme 
parfois on peut le voir dans la littérature mathématique. En revanche il peut arriver que les 
propriétés des fonctions diffèrent selon l'intervalle sur lesquels elles sont définis, ce qui est souvent 
le cas pour les fonctions de Legendre et donc les fonctions coniques de Mehler à partir desquelles 
elles sont construites. 


Fonctions coniques de Mehler de première et deuxième espèce, avec un argument purement réel 
allant de [-1,+1], aussi appelé intervalle de coupure, fonctions intervenant sur des problèmes aux 
limites de cône sphérique 


Voir l'ouvrage « W.Magnus.F.Oberhettinger.R.PSoni-Formulas and Theorems for the Special 
Functions of Mathematical Physics », section 4.3, page 166. 


On rappelle que les fonctions de Legendre de première et deuxième espèce sont reliées par des 
formules de liaison dont voici quelques unes : 
Pour xe[-1,+1] 


P (x)=- rame rt r)0, (x)+Q,(-x)) 
Vvec 
OC CC 
FCx)= - os{(v + u)r )O"(x)+Of(- x 
ie à i ( ) e LL (( u) or ( ) o! ( )) 
o" (x)= ACT AN + u)r)” (x)- P” (-x)) 
or (+ Or (x)= -7 Tar Z (y + n)a (Pr) Ra) 
VveC,ueR 
Os) 0t x)=F Coran Z + ar JP“ (D- PI) 


Pour xe |- 1,+1] 
YveC,ueR P”(x)=P#_ (x) 
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Lorsque v=-1/2+ir, il vient pour les fonctions coniques de Mehler : 


reel te (= - all Ga6: CS 
É E an ( 2 ) 2 ee | 


Ta ee 1 2 9 = TA qe TT 
e =i e? == Goff Jr) £ =; 5 2 =i Sinh(Tr) 


i i 
—TT——T T+T 
2 2 


1 ra TA TE 
Sin | -—+it kr |-° £ najs a Cosh(Txr) 
2 j 2i 


. Dee 
St m Cosh(tr) 


DE | FA O) 


( eoo (+0, ( s) 
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Lorsque v=-1/2+#iT, il vient pour la fonction conique modifiée de première espèce de Mehler : 
Pour x € [- 1,+1] 


-Lsi f sul 1 r ur) 2 tir tir 
2 
cos- = +iT F) =i Sinh(Tx) Sin =: +iT F) = —Cosh(rr) 


Sin : +iT+u x) = —Cosh(rx)Cos(ux )+i Sinh(rx)Sin(ux ) 


Cos (C0. J Cosh(rx)Sin(ux )+ i Sinh(rx)Cos(ux) 


B Cosh(rx)Cos(ux )+ i Sinh(rx)Sin(ux) 
— T. i Sinh(rx)Sin(ux ) | Cosh? (tx )Cos” (ur) + Sinh’ (tr)Sin? (ur) 
Cosh’ (tn)Cos’ (ur )+ Sinh? (tr)Sin? (ur )= Cosh? (tr) -— Sin’ (ur) 
en 1 2 Cosh(rr)Cos(ux)+ i Sinh(rx)Sin(ux ) 
— Cosh(rx)Sin(ux )+ i Sinh(rx)Cos(ux) Cosh°(rx)- Sin’ (ur) 
(Cosh(tr)Sin(ur)+i Sinh(tr)Cos(ur){Cosh(trr)Cos(ur)+i Sinh(rx)Sin(ux ))= 
= Sin(ux )Cos(ux)+ iSinh(Tr)Cosh(tr) 


1 E Cosh(rx)Cos(ux)+ i Sinh(rx)Sin(ux) 
Si + ke Cosh”(rx)- Sin’ (ur) 
(ete) 
Cos —+iT+u |T 
$ 2 Sin( (ur )Cos(ur )+ +iSinh(Tr)Cosh(Tx) 
sul 5+ TETA J) Cosh”(rx)- Sin’ (ur) 
(Sin(ux)Cos(ux )+ iSinh(rx)Cosh(rr))Q", + 
+(Cosh(rr)Cos(ux )+i Sean (x) 
= Pi (x)= l - 
tir T Cosh”(rx)- Sin’ (ur) 


En posant u=0, on retrouve la formule de connexion pour la fonction conique de première espèce : 


à (isinna )Cosnem o’, _(x)+Cosh(rm)0°, (- s) 


ir z m Cosh’ (tr) 
0 2 

1 CARRE RS 
SE axCosh(tr) 


Limite", G)+9° € s) 
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Et celle de deuxième espèce : 
Pour x € [- 1,+ 1] 


got- À CES ietu }r)Ps, 9-P, € s) 
D (620) SU 


l _ Cosh(tr)Cos(ur )+i Sinh(rx)Sin(ux) 
= 2 LL Q2 
Sin : +iT+ ur) Cosh’ (tr)-— Sin (ur) 


Sin(ux )Cos(ux) +iSinh(Tr)Cosh(Tx) 


Sinf(-} vire) i Cosh’ (tr)- Sin? (ur) 
-(Sin(ur)Cos(ur )+ iSinh(rr)Cosh(rz))P* (x)+ 


(x) 


+ (Cosh (rx)Cos(ur ) +i Sinh (cr )Sin(ux ))P* 
T 


$ 
0 (= zi 


-54r 2 Cosh”(rx)- Sin’ (ur) 


En posant u=0, on retrouve la formule de connexion pour la fonction conique de Jedeme espèce : 
Oi, (x)= T |- Daa (x)+ a (- s) 

D'autres formules de liaison ne sont applicables que sur l'intervalle [-1,+1] 
xe[-Lli] VueR VvecC 

x Cos(vr )Cos(ux)P"(x)= Sin((v + u)r)0! (x) Sin((v - ur )04 (x) 
z P,(x)=Tan(vr XQ, (x)- 0, (x) 

z P,(- x)= -Sin(vz XQ, (x)+ (x) 

Appliquée aux fonctions coniques de Mehler, il vient 

z Cos(va)Cos(ur)P! (x)= Sin((v + u)r)Q! (x) Sin((v - u)x)0', (x) 


v=-liir u=0= zi Siner) P, ()= -cosnerf 0 Go. w) 
2 IT ut pa 


sp, WS o, e-o, 6) 


= 
2 IT IT 


z P,(-x)=-Sin(va 0, (+0) P Ca) CE (2, o, w) 
v= 5 +iT u+0 
Sn = +iT + ur) = —Cosh(rx)Cos(ux )+i Sinh(rx)Sin(ux ) == =: (erer + eer) 


Sin = +iT— ur) = —Cosh(rx)Cos(ux)-i Sinh(rx)Sin(ux) = = (ere F ete) 


HI Sinh(rx)Cos(ux)P* (x)= lee +e Te Jo", (x)- (e7 e" +e Te #7 Jo“, o) 
2 


2. = oE 
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Il est facile de démontrer la valeur réelle de la fonction de première espèce, en utilisant la propriété 
miroir des fonctions de Legendre modifiées, en précisant que l'ordre u est réel : 


PF(G)=2P" 

AS yes r=- -ird ir )={+0) 

PÉJ = PE (2) 2 2 2 

Pi @) F P (= Ei 
2 2 


v+1- 


= Pi O> P (x) réel 
Dur acte 


Rien qu'en utilisant les formules de liaisons, il est clair que le calcul de la fonction de Legendre de 
deuxième espèce (modifiée ou non) donne un résultat imaginaire. 


Dans un premier temps, ne prenons que les fonctions coniques de Mehler, non modifiées. Il faut 
alors choisir une valeur réelle pour une fonction de deuxième espèce. Certains ont choisit cette 
dernière fonction, en prenant comme valeur à définir sa partie réelle. En effet à partir de la formule 
de liaison : 


= P 
91,6) el rie 


Il vient : 


ô, ado, ue ))- 2 Co ESA E Jiv 
_ ÆSinh(vr) 
mo., ))-- T Cosh(vr) ae 0 


Il est alors clair que la partie imaginaire étant proportionnelle à la fonction de première espèce, les 
deux fonctions choisis ne forment pas un système indépendant. 


aE w) 


(-x) 


Pour la fonction conique modifiée de Mehler de deuxième espèce, on réalise la même manipulation 
en prenant la partie réelle, à partir de la formule de connexion : 


-(Sin(ur )Cos(ur )+ iSinh(tr )Cosh(t7))P*,  (x)+ 


+(Cosh(rr)Cos(ux )+i Sinh(rx )Sin(ur))P" (- x) 


tir p) Cosh°(rx)- Sin?’ (ur) 
Il vient : 
[- Sin( ur )Cos( ur )P* | (x)+ Cosh(rx )Cos(ux)P# | (- s) 
rdo l-7 27 = 
-hrir 2 Cosh’ (tr)- Sin?’ (ur) 
Sie |- Cosh(rx )P* | (x)+ Sin( ur )P* | (- s) 
T =at ESSE 
Im! O0“ = 
mon, w) 2 Cosh’ (tna)- Sin’ (ur) 


Mais cette fois-ci, la partie imaginaire n'est pas directement proportionnelle à la fonction de 
première espèce, elle est donc aussi un choix possible. 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 478 


Dans un article de T.M.Dunster, « Conical functions with one or both parameters large », 
Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, 119A, 311-327, 1991, il est fait le choix de prendre 
comme fonction indépendante de deuxième espèce la fonction suivante : 


Oa = rdeton, w| A : Sin(ur)P* (x) 
2 2 2 7 


Dans ce cas la formule de connexion avec les fonction coniques de première espèce est la suivante : 
—(Sin(ur)Cos(ux)+iSinh(rx)Cosh(rx))P# (x)+ 
on 


+(Cosh(rx )Cos(ux )+i Sinh(rr )Sin(ur))Ps (-x) 


o" (x) ` 


Ne 2 Cosh”(rx)-Sin”(ux) 
(Cos(ux)-i Sin(ux \Sin(ux )Cos(ux)+iSinh(rx )Cosh(rx))= 
= Sin(ux \Cos° (ux)+ Sinh(rr)Cosh(rr))+ iCos(ux \Sinh(rx Cosh(Txr)— Sin (ux)) 
(Cos(ux)-i Sin(ux \Cosh(rx)Cos(ux )+ i Sinh(rx )Sin(ux )) = 
= Cos? (ur )Cosh(rx )+ Sin? (ur )Sinh(rx )+ iSin(ux XSinh(rx)Cos(ux)-Cosh(rx)Cos(ux )) 
= Sin(ux (Cos (ux)+ Sinh(rx)Cosh C2) 4 (x)+ 


E + (Cos? (unr)Cosh(rr)+ Sin? (ur)Sinh(rr))P“ (-x) 


s ds _ D 
de F 2 Cosh’ (tz )- Sin’ (ur) 


Ce qui donne l'expression qui suit : 


+0", =Rfe "on, ()}-Esnun)rt, (9 
ze ze B 


— Sin(ux (Cos? (ur )+ Sinh(rx )Cosh C2) 2 (x)+ Sin(ux (Cosh? (cr) Sin’ (ur) 
5 + (Cos? (un )Cosh(rx )+ Sin? (ur )Sinh(er))P# (-x) 


2 Cosh”(rx)-Sin(ux) 
Sin(ux (Cosh? (x) Sin’ (ux)-Cos’(ux)- Sinh(rx)Cosh(rx)}P* (x)+ 
J 


+ (e Cos? (ur )+ Sinh(tr JP“, a 
2 


2 Cosh°(rx)- Sin (ur) 


Slam) Conte JP", (e) (e Cu) Sin” | ea) 


——+iT 
2 


T 
2 Cosh’ (rn )- Sin’ (ur) 


p [=e silua sinner)e’, (+ (e Cos (uz) Sie), 3) 


—+iT 
2 


-isie 2 Cosh?’ (tz )- Sin’ (ur) 
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Ce qui est la formule donnée dans l'ouvrage « NIST handbook of Mathematical Functions 
Legendre and Related Functions, 14.20, Conical (or Mehler) Functions » en changeant u->-u : 


ÿ» - Re | w) -Z infur)P# (x) 
ti ot 2 ar 
Le Siam), (+ (e-Cos{ur)+ Sinhler))P# ( s) 
Ay E zT sprit Tor 
Cosh”(rx)-Sin”(ux) 


tir 2 


On note également le choix : 
—(Sin(ux)Cos(ux )+iSinh(rr)Cosh(rr))P4 (x)+ 
D 


+(Cosh(rx )Cos(ux )+i Sinh(rz)Sin(ur))P* (-x) 


u = 4 
Gi (x) 2 Cosh? (tr) — Sin? (ur) 
0, rdo (+) 
2 2 
[- saae ee e R E s) 
= 0" (= n? 
tir 2 Cosh (cr) Sin (ur) , 
Au passage les deux choix sont identiques avec les fonctions coniques de Mehler 
Ph (x) 
Ao = Do =R 0 = Aa E 
Q e (x) do. w) 2 Cosh(rx) 


5 
——+iT 
2 
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Les Wronskiens des fonctions coniques de Mehler de première et deuxième espèce sur l'intervalle 
[-1,+1] choisis sont les suivants : 


2 


WiP! (x). P (x)= 


v 


wi P“ 


„&)}= 


T(-v-u)(v-u +1)1- x? 


) wp" (x), Q; (x)} D 


T(v+u+1) 


m (e= Cos? (ux)+ Sinh(rr) 


usir i->) 


1 1 1 
On sait que ror; u irf uir esr à valeur réelle= un) 


(Cosh°(rx)- Sin’ (ur) 


1 
I| >- ie 
c à r) 


z Cosh(rx)Cos(ux) 


(x) 


(Cosh°(rx)- Sin’ (ur) 


2 
1 
I| >- uit 
= d r) 


l->?) 


T(v-u+1)1- x°) 


2 


Puisque F(r)=F (t)=F(T) F(t) par construction et propriété du miroir 


>W 


2 


2 2Cosh(xt) 
zl- x’ 


i o) i mle, 6 o 


g fe QUE + ir J->) z (z ir} 


Orie 00,0) 


2 


He 


2 


0 T 
z Cosh(xr) 
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Fonctions coniques de Mehler de première et deuxième espèce, avec un argument purement réel 
allant de [1,+c], fonctions intervenant sur des problèmes aux limites sur des hyperboloïdes à 


deux nappes (iso-surfaces du système sphéroïdal allongé ou prolat 


Voir l'ouvrage « WMagnus.F.Oberhettinger.R.PSoni-Formulas and Theorems for the Special 
Functions of Mathematical Physics », section 4.2, page 164. 


Sur l'intervalle [1,+), on ne va utiliser qu'une unique formule de liaison pour les fonctions 
coniques de Mehler, elle ne concerne plus la détermination des valeurs des fonctions pour des 
arguments inverses, puisque l'intervalle est uniquement positif. Il s'agit donc plutôt de relier les 
fonctions de première et deuxième espèce. 


Pour x € [+ 1,+0] 
VueR VveC P”(x)=P”_(x) 
Pour xe [+ 1,+00| 


—u — da u LL Nu 
fy (x) = Cos\vr (v Fu Dhu — v) (os (x) Q; (x)) 
v=-liirs pr (x)= as CRO) 
2 AT Sinha u +3) 4 soir) 27 2 


2 


1 1 1 
I +—-—ir |I +—+ir |=|I +——i 
(a ie) (a ie) | (a ir) 


—uri 


= Pi, (= k 


A i (o . @)- o] 
2 Sinnet a+ tier ushte) 2 2 
2 2 
Tv) +1)=-— =1(; QUE sir) rt His) 
Sin(vr) 2 2 2 Sin (- 


=» (= r (0,621, 0) or, (9-0, 6) 


Sinner Z+ ie) 72 


2 
T 


}) : Cosh(Tr) 


+iT 


NI! 


Les valeurs des fonctions coniques de première espèce sont réelles en appliquant la formule miroir 
et la première formule de liaison sur les fonctions de première espèce 


P! (x)= PA (x) | RE 


Fa (x) z ie (x) z Ti (x) 7 Ti (x) 
2 2 2 2 
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La fonction conique de deuxième espèce quant à elle est à valeur imaginaire et sa partie 


imaginaire est proportionnelle à la fonction de première espèce : 
x Ef1,+00) 


jCotanh 
Pi, C x)= ICoIan refo MORIO) 
2 2 
Propriété miroir de Q 


A 9,06) be 9,0 = 01,0) 
(x )= comte | 9 : ()-01,5)-- 2Cotanh(tx) inf 0 3 o] 
= E mT Dr 


tir 


H „O= -F Tamer, 16 


Donc comme auparavant dans l'intervalle [-1,+1] et pour des arguments réels, le choix d'une 
fonction indépendante de deuxième espèce, se réalise par exemple à partir de la partie réelle de 
de la fonction conique de deuxième espèce. 


Certains auteurs comme par exemple dans l'article A.F.Ulitko « On a generalization of the integral 
transformation of Mehler-Fock », SOVIET APPLIED MECHANICS, Prikladnaya Mekhmnika, Vot. 3, 
No. 5, pp. 45-49, 1967», est introduit les deux fonctions de première et deuxième espèce : 
x=Cosh(n) n e€[0,+0) => xell,+) 


7,0 o, -0 O) 2,0 0, eo, o] 


Que l'on relie immédiatement aux parties réelles et imaginaires des fonctions coniques de 
deuxième espèce, et qui démontre que les deux fonctions introduites sont bien à valeur réelle. 


L So, o, o)Ra, (1) 


——+iT 
2 


sör 0 in), Œ) 


= 2Cosh(xr) 


Ro. (1) = ET (x) et info, () = -FTR (x) 
Les Wronskiens de ces diverses solutions sont : 


e[l, +0], VueRk VrecC w {P (x), 0t (x)}= or” T(v+u+1) 


T(v—u+1)x° —1) 


sfr, 6 on, o- L, = "| Rag E p a a 


= 1— Forte T l- x’ 
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Sur une définition différente des fonctions de Legendre associées définie sur l'intervalle [1,+c 


entre les ouvrages « W.Magnus.F.Oberhettinger.R.P.Soni-Formulas and Theorems for the Special 
Functions of Mathematical Physics », section 4.2, page 164. et « NIST handbook of Mathematical 
Functions, Legendre and Related Functions, page 362, (connection formulas 14.9.12 et 14.9.15) 


Dans le présent document, on utilise la définition des fonctions de Legendre associées de deuxième 
espèce donnée par  W.Magnus et F.Oberhettinger, et notamment les formules de connexion 
suivantes : 
Př (x)= Pi, (x) R'(G)=rRÉ() 
p~ = e u Ln# 
(x) Cos(vr (v + u+1X (u ze G-2 (x) 
=> 9!,.(x)-0/(x)= ee + +1) (u-v)P#(x) 
1 T(v- H RE p —iuT Q; | 
P- L = PpP” = Lei, u R 
O e ee snanor (der 
Pour ce qui est des formules de connexion donnée dans l'ouvrage « NIST handbook of 
Mathematical Functions, Legendre and Related Functions », les voici, avec une notation spécifique 
mise en script gras: 
Cos(vr )P"(x)= Qala) Q(x) 
T(v+u+1) Tr(u-v) 


Pe) __ RC) 
Ž Sin(ur)@ (x)= Truri rv- u+1) 


—iuT 


Le lien entre les deux fonctions est d'ailleurs donné dans « NIST handbook of Mathematical 
Functions, EU NAIG and Related enpo » à la page 354 formule 14.3.10, comme suit : 


Q (x)= orne (x ) Qi- (x)= si ni ~v- o“, a(x ) 


A Cos(vr (v + u +10 (u =; “460; G)= 


Qae) TG) | 


res T(u-v) 


(= Ars) 2 Sin) 1) TO (5) 
RQ) 2") 


TEE u+1) T+u+l) x = Sintur)@ () 


P” 
> 2 sin(ur)@" (x) = ¥ P" (x ) — 2 (2) 
m T(v+u+1) T(v-u+1) 
On peut donc voir comment se forme les deux versions des formules de connexion pour les 
fonctions de deuxième espèce. 


Remarque : dans « NIST handbook of Mathematical Functions, Legendre and Related Functions », il 
aurait été plus opportun de choisir un autre symbole pour les fonctions hors de la coupure [-1,+1] 
comme le font WMagnus et F.Oberhettinger en notation gothique (ici en script gras ne trouvant 
pas de fonte gothique disponiblel). 
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Fonctions coniques de Mehler de première et deuxième espèce, avec un argument purement imaginaire 
allant de [-i ,+i °°], fonctions intervenant sur des problèmes aux limites sur des hyperboloïdes à une 
nappe (iso-surfaces du système sphéroïdal aplati ou oblat) 

(Voir les ouvrages « W.Magnus.F.Oberhettinger.R.PSoni-Formulas and Theorems for the Special Functions of Mathematical 
Physics », section 4.2, page 164, ainsi que M.Abramovitz.l.A.Stegun-Handbook of Mathematical Functions, chapitre 8 Legendre 
Functions). La formule de connexion a lieu pour z=i x, x €[-i ce,+i ©] sur les fonctions de Legendre de première et 
deuxième espèce comme suit : 

Pour zeC- |- o,+1] 


VUER VveC P”(z)=P#_(z) 
Por petel. PE CEE: PE Je o" _(z)-o"(2)) 


rt O0-— fon, 0-0,0] 


Sie) utii) 
r, ©- scotand) gr, O WO) 


Pe (x)= - [o Or 6) 


Sinhr)r| u+ : + ie) 


R yje Conf go, (i Je où nO) 
Il s'ensuit les expressions suivantes, en mr la ne miroir : 
2E A? MORTO) 
Ea IT Foie Font 
Pi (-ix)=P;  Gx)=P, (ix) P,  (ix)=P, , Fix) 
DE pui nu Fou Se 


=? (3) Re  E9)eRd?,,69)-rdr, (4) 
01,901, o, i-a esmo, i)o, (a) 
rd P, OEREN Ce se cm Ea 


ede, 6 s) "i Ka (re. j 9) i mo, t «) 
2 a Aa a (ix)+ Oo. = 1 
(om) 


V=—-—+irT > 
2 


Z= > 


tue, re | 


Coms) (ed n (i s) = rdo, (i »)) 
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Il s'ensuit les relations entre les combinaisons linéaire suivantes : 
Cotanh 

DE | (a) LE) nf 9 He ix) 

E TT SE ua 

tanh 

DE p 0) f o 1. (-ix)+0 1. G») 

Tone IT Sr ue 
Piiz (ix)+ P i (—ix) 

SE DE 
2 


inf P "I (i s) = Cotenh(er) rdo, (ix)- Oia (-i s) 
inf P . = ) = CE rdo, Cia) ETA s) 


——+HiT 
2 


> Re 


D CES) 
T He tir 


P, (ix)-P, (-ix) P, (ix)-P, (-ix) 
UE 3 TT — Iml E TZ HT 


2i 2 


> Re 


L CAE) ref o : Ga- 0a | (is) 
mT TH =t 


Pir (Gx)+P, | (-ix) 
Tor THE 5 
2 
P, „@x)-P i „Cix) 

ue HSE 


2i 


a CODE) 
mT -re E 


=> 


E Cox) Ref o n G0 i Cix) 
mT Eoi E 


Les fonctions coniques de première espèce d'argument purement imaginaires opposées, ainsi que 
la fonction de deuxième espèce d'argument purement imaginaire forment une système de 
fonctions indépendantes deux à deux : 


f (x) Pira (- ix), Dorai (x) 
2 2 2 


Ces deux fonctions sont néanmoins à valeur imaginaire, aussi il est peut être utile de bénéficier 
d'un système de fonctions à valeur réelle. C'est la raison pour laquelle dans certains articles il est 
introduit les fonctions suivantes qui sont à valeur réelle : 
P, @)+P, Ci) Pi, (Pi (-ix) 

F, (x)= ż - G, (x)= = 7 

-re 2 Ste 2i 
Il suffit d'utiliser la propriété miroir des fonctions coniques de première espèce pour le démontrer, 
on établit également le lien avec les fonctions de deuxième espèce : 


Propriété Miroir P, (- ix)=P, | (Gx)=P, | (ix) 
2 iT —— 4 


—iT ——+iT 
2 


P, (ix)+P, (ix) 
Du SRE 


Problèmes aux limites de Laplace sur un ellipsoïde de révolution, allongé (prolong) ou aplati (oblong) - p 486 


Une liaison de ces deux fonctions F et G peut être réalisé avec les fonctions de deuxième espèce, 
comme suit : 
Cotanh\rr : : Cotanh\rz | ; 
Fi. (x)=- l ielo, (ix)}+0 , (is) G, _(x)= rdo, _(ix)-Q, () 
——+iT T ——+iT ——+iT ——+iT T ——+iT ——+iT 
2 2 2 2 2 2 
Pour parfaire les relations de liaisons on introduit les formules suivantes également données dans 


les deux ouvrages en référence : 
Pour zeC- |- ,+1] 


si Im(e)>0 re) EOR) 

Si Im(e)<0 QE (TRACE) RA(-2) 
Si Im()>0 (= aE RO-RO) 
Si Im(z)<0 DO zga E O-R) 


=> xe0,+0] z=ix O"(-ix)=-e"O"(ix) 


F Im(z)>0 O“(-z)=-e"Q"(:) 
Si Im(z)<0 Q“(-z)=-e""Q"(2) 


xef0,+0] z=ix— Q,(ix)= ne" 2-2 Cix) 


En utilisant ces formules pour les fonctions coniques, il vient : 


PE LEO) 
2 2, 2 


Es EN 2Cosh(Tx) 


Oris (-ix)=ie™Q , | (ix) 
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Et l'on peut relier les fonctions F et G aux fonctions de première et deuxième espèce comme suit : 


Qi, e-i i E (aps 2) 


z4 2Cosh(tr) 
dii (- ix)= z ROUE x) 
2 
7 ce Cotanh(rr) tr) (sie), RO) 
CTA DE ET Rd ( ie™ Q A Fr 
ane TI Font 


Rdf(ie b,,())-Rdo 146 »)- rd ie DORE . Gore mo i x) 


mo 1) +eT rdo, (a) = ne) a (D 
et info x) + rdo., 6) = nat (2) 


( 
rd GE s) sg” info. (i s) = ne) Gi A O 
( 


ot do... ) +Im Q 6) = ee G, (x) (4) 
(D rdo., (i s) = nes CAS (x)+ Pi. w) 
= 2 2 2 
(2)-(3)= mo., (i s) = es LA (@)+G:. w) 


Qi, (ix)= rdo., (i |, (i s) 


<a A (e En w) - {er TE w) 
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Les Wronskiens des diverses fonctions introduites sont les suivants : 


(3+ iT + n) | 
W4 P (ix), 0“ | OS i è wle, (ix) Q QE i > 
Ei D f; +iT— „Ji + x?) 2 2 


WiP, &}P, ( a)}- m | 


_ hlod P, (à)? 7 co) z wie a (ix), P P (= a) = Li à (-ix), P m c) 


=F, | a, J-E 
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Fonctions de Legendre de première et deuxième espèce, d'ordre réel, avec un argument 
purement imaginaire allant de [-i ,+i >], fonctions intervenant sur des problèmes aux limites 
sur des hyperboloïdes à une nappe (iso-surfaces du système sphéroïdal aplati ou oblat) 


(Voir les ouvrages « W.Magnus.F.Oberhettinger.R.PSoni-Formulas and Theorems for the Special Functions of Mathematical 
Physics », section 4.2, page 164, ainsi que M.Abramovitz.l.A.Stegun-Handbook of Mathematical Functions, chapitre 8 Legendre 
Functions) 


La formule de connexion a lieu pour z=i x, x €[-i œ,+i ©] sur les fonctions de Legendre de première et deuxième espèce 
comme suit : 
Pour zeC-— |- o,+1] 


VUER VveC P“(z)=P* (2) 


— Ti 
e 


Cos(vr (v +u+ 1 (u =v) 
1 0 0 
Cos(vr (v +1) (-v) (0a G)-0: C) 
Tiga 20--2620, 0-06) 
sie Re TE o 6-0.) 


Pour parfaire les relations de liaisons on introduit les formules suivantes également données dans 
les deux ouvrages en référence : 


Pour zeC-[-0,+1| P#(z)= 


(04.,(:)-0#() 


u=0= P’ (z)= 


rv +1) (-v)= 


Si Im(e)>0 OM) ET O-R) 


Pour zeC- [= o,+1] 


Si Im(z)< 0 o” (z)= Sfr J u) (e*™ p” (z)- P" (— z)) 
Si Im(z)>0 Q(z)= mE (z)-P°(-2)) 
Si Im(z)<0 Ọ?(z)= ie À (z)-P°(-2)) 


Si Im(z)>0 OQ“(-z)=-e""O#(2) 
Si Im(z)<0 O“(-z)=-e "O#(2) 
IT E 
ne iv p(;x)_P (Li 

Q, (i x) 2Sin(av) (e v (i x) a L x)) 
Q, (ix)=-e™0, (ix) 

Les fonctions coniques de première espèce d'argument purement imaginaires opposées, ainsi que 
la fonction de deuxième espèce d'argument purement imaginaire forment une système de 
fonctions indépendantes deux à deux : P (ix), P (-ix),Q, (ix). Ces deux fonctions sont néanmoins à 


Lire "à 


xe[0,+| ZSE 


valeur imaginaire, aussi il est peut être utile de bénéficier d'un système de fonctions à valeur réelle. 
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C'est la raison pour laquelle on peut introduire les fonctions suivantes qui sont à valeur réelle : 


P (ix)- P (ix) 


OE P, (ix)+ P (ix) G(x) - 


2 


Il suffit d'utiliser la propriété miroir des fonctions coniques de première espèce pour le démontrer : 


F, (x)= 2 GE Ci) = Re(P (ix))= F,(x) valeur réelle 


G,(x)= F (ix) 5 Ci) _ Im(P,(ix))= G, (x) valeur réelle 


> P (ix)= F,(x)+iG,(x) P ix)=F,(x)-i G,(x) 


Propriété Miroir P, (- ix) = Pix) = 


On établit également le lien des deux fonctions F et G avec les fonctions de deuxième espèce : 


Q,(ix)= KD (e7 (E) + iG, œ) -EF G)-16, (x) 


=> Q, (ix)= Z (e7 1)F, (x)+ i(e 7 + 1j, (x)) 


2Sin(xv) 


Les Wronskiens des diverses fonctions introduites sont les suivants : 

: um  I(WV+l+u) | | i 
wW P" (ix) O" = je” riro h=) 
| v (ix) or 6) 1E, T+1-u}i+x) { > (ix) Q, (ix)} 11 


2i 2iSin(x v) 


WP, (ix), P (-ix)}= 


Tv) v+)  7l+x) 
wir Ty e) en Œ) = x HRs (x)+ ie (i) ie @)- 5 3 a)| 


_ à nl P Loan )}-wle,,@r, eie, Cahe, 


——+iT ——+iT 
2 2 


=> wir L G o| == Contre) +0 
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Développement en série et dérivées paramétriques de la fonction conique de Mehler de 
première espèce 


Le développement en série de la fonction de Legendre suivant est également utilisé pour obtenir 
celui des diverses dérivées paramétriques : 
"Tv +147) (n-v)(1-2) Sin(vr)" = T(v+1+n)(n-v)(1-2) 
DOC) Se rs a se 
m Trv +1!) 2 T wo (n!) 2 
ôP, (z) — Silvar) T(v+1+n)T(r-v) 1-2) 
Əv = 2 Gr) {y(v+1+n)-y(v+1-n) Ta 
OP(z) Sin(va) e T(v+1+n)}{(n-v) y 
A l+n)-— l-n) —< 
OzOv 27 2 ý (na!) (AU FR. a) AU Š n) 2 
Ces développements en série sont valables autant dans l'intervalle [-1,+1], que sur l'intervalle 
[1,+ce]. Appliquées ces formules sur les fonctions coniques de Mehler, il vient : 
oP; | (z) oP, (z) JE (z) oP, (z) ə’P , | (z) OP: (z) 
AL o À +iT SRE E +iT Se DST 


i— 2 => j—2 et =i 
Ov OT OT Ov OzOT OzOv 


2 
1 1 12: 
Cosh(x rt)"; Tr z 2 ie Tr Ë 2 ie) 1-zYŸ  Cosh(rr)"* (> y 2 His) 1-2 
P,.,@)- > = = X ( Re 2 
2 n=0 n=0 n!) 


T (nY 2 


v=- +itT > 
2 


2 


| Riz ) 

z) E Int +it i 
Le =; Cosh{ee)"S* pA 7E +ir+n] 7E +iT n) (5) 
OT T n=l (ny 7 í ? 


2 


1 
© P T Sey 
a Comer), C É tiran] É PES ) -j 
Got 2% À (19° Aa EE 2 
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Développement en série et dérivées paramétriques de la fonction conique de Mehler de 


deuxième espèce 


Pour les fonctions Q de Legendre, on développe les dérivées premières du paramètre réel v selon 
les deux formules suivantes : 
0Q, (2) > Cos(xv) 

Ov Sin(rv) 


-S Te AED Log EE Jane yavs -va -v E] 
Z 


j= 
< T(n-v)T(n+v +1) RER 


0,(2)-y°(v+DP@)- 


(F1)= 


4 (z)= Sin(av)S 


! 
(F2)> | 0 l(n+1 n! 
0Q, (2) m Cos(xv) 
= — P,(2)-———— A (z 
ðv 2 r) Sinav) *! D 2Sin Anton) 6e a 
Vv>O0OEeR,véZ tel que = <l 
; F(a+n) | 
où (a), est le symbole de Pochhammer (a), =a(a+l) ---(a+n-1)= T@ [(2) fonction Gamma 
a 
; à Ds Mu . ['(œ) 
wy (aœ) fonction Digamma dérivée logarithmique de la fonction Gamma = y(a) = Tlo) 
a 
y” (a) dérivée première de la fonction Digamma 
Cela donne pour les fonctions coniques, les deux formules suivantes : 
ðQ ; (z) 
ds. tr" _,00,(2) 2. MaS ES 
2 +iT i Cos(zv)=iSinh(zt) Sin(rv)=-Cosh(xt) 
2 ÔT Ov 
Sinh(rt) ; of: : | 
t — z)—i —+it |P z)+ 
one) Li. 2 a ) 
(FN) e Tnt mie mme quir) i Le i 
>| ———— = . 
ÔT Cosh(xt) (ni? G log + jvmin- ve cr )k 
T n=0 n 
x re = ee 
g 2 á 2 2 


1, Ja 
tnt hrar) i i 1-2" 
A (z)= Cosh(xt) 2 2 Pons Bir)v(niqur)] =) 


(F2) = n= (a 


0Q (2) 
FOR Sinh(xr) | 1 E T 
ôro [ao G 2Cosh(xt) eu 2 gn o) 
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Combinaison réelle de fonctions de Legendre utilisée dans les problèmes aux limites axi- 
symétrique sur l'hyperboloïde à deux nappes 


Démontrons la réalité de la combinaison suivante : O,(x,)2.(x)-0,(x)2.(x,) pour v 2 


Soit : 
E Sin(vr ) 
Po) (0, (9-00) 


P()=P,,G)=2(G)=2(x)=2() rée 
Tan((v +1)r)= Tan(vx ) 
Tan(vr ) = Tan(Vr)=-Tan((v +1)r)=-Tan(vr)= Tan(vr ) eC 
Cos(vr) = Cos(ÿr)= Cos((v +1)r)=-Cos(vr)e C 
Sin(vr )= Sin(vr)=-Sin((v +1)r)= Sin(vr)e R 


Qai, (x)- Q, (x) =k Omaa) D O,, (x) —Q, (x) imaginaire 


BG)=P;,(@) rv+ir(-v)= 


Q, (x, )P.(x)- 0, (xP (x) tq vs tir soit ns es 


Miroir Q,(x)=0,(x)=0,,0)= 0 (x)-0,,(x) 
z=Q, (x )P, (x)- Q, (x)P, Ce ) 0, (x J v (x)- Q, (x) v (e ) =Q, Ci )P, (x)- Qai (x)? (xo ) 
= (Q, (x)= 2, (x P (x)- (Q, (x) - 2, &))P. (x )+ 9, 0 )P. (x) - 2, (x) (x) 

= Q, (x )P,(x)- Q, (x)P, (xo) 

Car (Q, (x)=, (x))P.(x)- (0 (x)- 9, GR (x0) = (268 (x)= P GR Go) 


an(vr) | + 


T 
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Combinaison réelle de fonctions de Legendre utilisée dans les problèmes aux limites axi- 
symétrique avec dépendance azimutale sur l'hyperboloïde à deux nappes 


Démontrons la réalité de la combinaison suivante : 


ur D (xo )P (x)- O; G)P (xo) 
Sin(x(v — u )) 


pour v =- tir. Soit 


~iun 


P (x)= PE (x) P~ (x)= P34 (x) De plus vs tir soit nn ed 
PIE £ 


ae a ge £ -2 (x)) Co a[- Z P 2) = Sin(ixt)= iSinh(xr) 
K ou j Sinha + ie rt +u- ir) (es. e A G | 
> Of. (x)- Q! (x)= Cos(vr je" Thv + u +1) (u -v )P* (x) 


P~ (x)= pasani Pre) -Že Sin(ar)0 (x) ueR iR={z/z=-ix xeR} 


Et Tfu+v+)(u-v)=1rQu+v +1) lu -v)= uv +v +) T(u+v+1)(u-v)eR 
m E E r el Le oeeo 

PODRES O er e eot) 

Cos(vr )e iR = Cos(vr (v + u +1) (u-v)P. (x)=e ma (oO #_.(x)- O# (x) EiR 

O! (eP O) -O EP o) = € (0%, (x)P(x)-01, EP (o) = 

= e 4 (O7, (x) 07 (x ))Pt (x)- (0, (0) -OF (EP (x0) + OF (xa )P (x)- OF GP (x) 

= Cos(vr )e "Tv + u +1) (u -v (P (x, )P" (x)- P PE (xo ))+ e™" (01 (o) P (E) - Ot (P (x) 


P (aP) R Ra) =e TE) sinfur fora P) R C) 


> N J OGR ea) € 2% (02) C) OP Ca) 1- TU -u+ DTA vint ur )Cos(vr)] 


Or T(v — u+ 1) (4 —y)= Sin(x(u —v))= Sin(ux )Cos(vr )- Cos(ux )Sin(vr) 


Sin(z(u -v)) 


> ET E RTE) e (0t RG) - 0R a EEE ON 


= ur (Ou(x VP! (o) -O OAP” (x Cos(ur )Sin(vr )+ Sin(ux)Cos(vr) 

= mer (Of (xP a) -OF 00) EE 

= Pe-e (R)= 7 es : a) (0! (CPt (x)= Qt GP" (x) 
Sin(x(v + u))= Sin(x(v + u))= Sin(x(u —1-v))= —Sin(r(u —v))= Sin(x(v — u)) 


= (e= ( ja (xo )P“ (x) RO (x)P” (xo ))) = a S H u) es ( i (x Re (x) — 9" (x)2* (xo )) 


>fe AAO GER) ur QC) Q)- QG) Go), ur DC) Q)- GP Co) o 
Sin(x(v - u)) Sin(x(v - u)) Sin(x(v - u)) 
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Si l'expression suivante est réelle : 


Qu QG)" (x)- O% (x)P” (xo) 
Sin(x(v — u)) 


1. 
our  V=——+iT 
P 2 


Alors la dérivée en x l'est également, et il en est de même pour les combinaison linéaires le 
l'expression et de sa dérivée première. 


